Ime in priimek: Vpisna stevilka:

Izpit iz Osnov matematic¢ne analize
26. januar 2017

o Cas pisanja: 45 minut
e Vse rezultate zapisite na ta papir, pomozni izracuni z utemeljitvijo morajo biti prilozeni.

e Prepisovanje, pogovarjanje in uporaba knjig, zapiskov, prenosnega telefona in drugih pri-
pomockov je strogo prepovedana.

1. [20 tock] Kompleksna Stevila

(a) Zapisite realni in imaginarni del §tevil z; = €' in 2, = 2e™"/4,

Resitev:

21 = €™ = cost +isinT = —1 torej Re(z;) = —1, Im(21) =0

2y = 2e7/* = cos /4 —isin/4 = /2 —iV/2 torej Re(zp) = V2, Im(2y) = —v/2
(b) Narisite mnozici A = {z = |z[e"? ; ¢ € [0,7],]2]| < 1} in B = {z = |z]e¥ ; p €

[—7/4,7/4], |2| <2} v kompleksni ravnini.

Resitev:

(c) Narisite sliki mnozic A in B s preslikavo z — —1 + z(1 — 7).
Resitev: ker je 1 —i = /2e", je preslikava je sestavljena iz raztega za faktor /2,
zasuka za kot —7 /4 in premika za 1 v levo



(d) Narisite Se sliki mnozic A in B s preslikavo z — 22.

Resitev: preslikava z = |z|e" — 22 = |2]?e€*% raztegne kot v kompleksni ravnini z
vrhom v 0 za faktor 2

o

U

2. [15 tock| Zaporedja in vrste

(a) [6 tock] Delna vsota vrste Z a, je vsota prvih nekaj clenov vrste: S, = Z Q.
n=0 n=0
Vrsta Z a, je konvergentna, ¢e konvergentno zaporedje njenih delnih vsot
n=0

Vsota vrste Z a, je limita zaporedja njenih delnih vsot S = lim S,,.

m—00
n=0

(b) [9 tock] Za vsako vrsto napisite ali je konvergentna in, ¢e je, koliko je njena vsota:

o
1

Zﬂ’” geometrijska vrsta s kvocientom 1/m < 1 je konvergentna, S = T

11
n=0 ™
) =1
Z —=2 Z — harmonicna vrsta ni konvergentna
n=1 n n=1 n
= 3n 1= (3)"
Z gl = 3 Z (§> geometrijska vrsta s kvocientom 3/2 > 1 ni konvergentna
n=0 n=0

3. [15 tock| Funkcije

(a) [7 toek] Stevilo L je limita funkcije f(z) v tocki zo, e za vsak ¢ > 0 obstaja tak
d >0, da je |f(x) — L| < e, ¢eje|r— xo| < 0.



(b) [8 tock] Za vsako funkcijo dolocite, ali ima v tocki 0 limito. Ce limita obstaja, jo
zapisite, Ce ne, napisite razlog.

f(z) = |z|: funkcija je zvezna v tocki 0, limita je 0

. 2 . .
sin sinx sin
f(a:’):< ) : limsinz - —— = limsinx - lim =0-1=0
x z—0 T z—0 z—0 I
sin T 1 sinz 1 sin T
fl)=—— lim—- = lim — - lim = 00, limita ne obstaja
x x—0 x x—=0px x—0 g
1 . 1 T . 1 = L .
f(z) = arctan —:  lim arctan — = ——, lim arctan — = — leva limita je razlicna
x z,/0 x 27 2\ x 2

od desne, zato limita ne obstaja

4. [20 tock] Odvod
(a) Zapisite definicijo odvoda funkcije f(x) v tocki zg:
f(zo+h) — f(xo)

N
f(xo)_}l,l—)l% h

b) Zapisite odvod funkcij = log(1 +z — 22%): f' —+1 _496

(b) Zapisite odvod funkcije f(x) =log(1 4+ = — 22%): f'(x) 1+a— 222

(c¢) Ali bo funkcijska vrednost padla ali narasla, ¢e se v tocki zo = 0 vrednost = malo
poveca?
Ker je f'(0) =1 >0, bo funkcijska vrednost narasla.
(d) Zapisite linearno aproksimacijo za funkcijo f(x) = log(1 + x — 22?) v tocki z.
Ti(z) = f(zo) + f(zo)(x —20) =0+ 1z =2
(3) S pomocjo linearne aproksimacije ocenite vrednost f(0.01).

£(0.01) ~ 0.01

5. [20 tock| Ekstremi

(a) Potreben pogoj za lokalni ekstrem parcialno odvedljive funkcije f(z,y) v tocki (zo, yo)
je: (zo,90) je stacionarna tocka funkcige, tj. gradf(zo,yo) = 0.

Zadosten pogoj za lokalni ekstrem parcialno odvedljive funkcije f(x,y) v tocki (xq, yo)
je: Determinanta matrike drugih parcialnih odvodov je pozitivna v tocki (xo,yo), tj.

fm(l"o,yo)fyy(xo,yo) - fxy(xm yo)2 >0

(b) Poiscite vse lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = 2® + y* — 2o — 6y + 14 in dolocite
njihov tip (max ali min).

Poiscemo stacionarne tocke:
faolz,y) =20 —2=01in fy(z,y) =2y —3 =0,



edina stacionarna tocka je (1,3).

Preverimo, ali je v (1,3) ekstrem:

foz = 2, fyy = 2, foy = 0, torej je determinanta matrike drugih parcialnih odvodov
enaka 4 —0=4 >0 in v tocki (1,3) je lokalni ekstrem.

Ker je f.. =2 <0, je ta ekstrem minimum.
6. [20 tock| Integral
Za funkcijo F(z) = / (1+t)e "dt
0

(a) zapisite njen odvod: F'(z) = (1 + x)e ™.
(b) dolocite obmo¢ja padanja in narascanja in lokalne ekstreme:

Obmocje padanja: F'(x) <0 tj. z € (—oo, —1)
Obmocje naraséanja: F'(x) >0 tj. x € (—1,00)
Lokalni ekstrem: x = —1, je minimum, ker odvod predznak spremeni z — na +.

(c) poiscite xlg& F(x), ¢e obstaja,
Integral fox(l +t)e~tdt izracunamo z integriranjem po delih:
u=(1+1t),dv=etdt;du =dt,v = —e*
Fla)=—1+t)e |t — [[—etdt=—(1+z)e"+1—e"+1=2—(2+x) "

Limito pa izracunamo s pomocjo I’Hospitalovega pravila (ali pa se spomnimo,
da eksponentna funkcija naraséa bistveno hitreje kot polinom):

1
limz — ocoF(z) =2— lim (2+z)e™ =2 — lim =2— lim — =2

T—00 r—oo0 T r—o00 €T

(d) priblizno skicirajte njen graf.

O funkciji F(z) vemo to, da je F(0) =0, da ima pri x = —1 minimum, da gre
vrednost F(z) proti oo, ko gre x — —o0, in (¢e smo resili tocko (c)) da ima
limito 2, ko gre x — oo.



