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Poglavje 2

Zaporedja in stevilske vrste

2.1 Zaporedja

2.1.1 Uvod
Definicija 2.1.1. Zaporedje

(an) = ai,ag,...,ay,,...

je predpis, ki vsakemu naravnemu stevilu n (indeksu zaporedja) priredi neko
realno stevilo a,, (n-ti ¢len zaporedja). Zaporedje je torej preslikava mnozice
naravnih Stevil v realna Stevila:

f*N—=R, n+— a,.

Zaporedje lahko podamo na ve¢ nacinov. Najbolj preprosto je, da presli-
kavo zapisemo eksplicitno: a, = f(n).

Primer 2.1.1. Nekaj eksplicitno podanih zaporedij:

1. Zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = 1/2™:
1y 111 11
i) T3 9 g g el

(an) = 0,1,0,1,...,0,1,0,...
ima splosen ¢len a,, = (1 + (—1)")/2. n

2. Zaporedje

31
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Zaporedje lahko podamo tudi iterativno ali rekurzivno, tako da zapisemo
prvega ali prvih nekaj ¢lenov, in pravilo, kako izracunamo naslednji ¢len s
pomocjo prejsnjih.

Primer 2.1.2. Nekaj rekurzivno podanih zaporedij:
1. Aritmetiéno zaporedje s prvim clenom a; in z razliko d, dano s predpi-

som
pi1=0p+d, n>1

je primer enoclenske rekurzije.

2. Podobno je tudi geometrijsko zaporedje s prvim clenom a; in kvocien-
tom ¢, ki je dano s predpisom

ap+1 = ang, T >1
primer enoclenske rekurzije.

3. Dobro znano Fibonaccijevo! zaporedje, ki je dolo¢eno z zacetnima vre-
dnostima a; = 1, as = 1 in s predpisom

(pt1 = Qp + Ap—1, N > 2

je primer dvoclenske rekurzije. |

Mnozico ¢lenov zaporedja
{an,n € N} C R,

imenujemo zaloga vrednosti zaporedja. Zaporedje (a,) je navzdol omejeno,
navzgor omejeno ali omejeno, ¢e je njegova zaloga vrednosti navzdol omejena,
navzgor omejena ali omejena.

Navzgor omejeno zaporedje (a,) ima zaradi lastnosti kontinuuma realnih
stevil (trditev 1.2.4) natancéno zgornjo mejo M = sup a,,, navzdol omejeno
zaporedje (b,) pa ima natacno spodnjo mejo m = inf b,. Natanéna zgornja
in natancna spodnja meja zaporedja sta lahko ¢lena zaporedja, ali pa ne.

Leonardo Fibonacci (1170-1250), italijanski matematik, ki je v Evropo prinesel arab-
ske Stevilke.
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Primer 2.1.3. Nekaj omejenih zaporedij:

1. Zaporedje

16 DA
TP T
je omejeno, sup a,, = 1 in inf a,, = 1/2. Natan¢na zgornja meja sup(ay,)
ni ¢len zaporedja.

2. Podobno lahko ugotovimo za naslednja zaporedja:

(1/n) je omejeno, m=0, M=1
((=1)™)  je omejeno, m=-1, M=1
((=2)™)  je neomejeno

(n=Y")  je navzdol omejeno, m =0

3. Vzemimo rekurzivno dano zaporedje a; = V2, a, = /2a,_;. O¢itno
je zaporedje (a,) omejeno navzdol, saj je a, > 0 za vsak n € N.

Manj oc¢itno pa je, da je zaporedja (a,) omejeno tudi navzgor. Pokazi-
mo, da je a, < 2 za vsak n € N. Pomagali si bomo z indukcijo.
o Zan =1 trditev drzi, saj je a; = v2 < 2.

e Recimo, da je a,_; < 2. Potem je

A =\/2 ap 1 <V2-2=2
in trditev je dokazana.

Zaporedje (a,) je torej omejeno. n

Natan¢éno zgornjo mejo zaporedja lahko opisemo tudi nekoliko drugace:
M = sup a,, natanko tedaj, kadar so vsi ¢leni manjsi ali enaki M in za vsak
e > 0 obstaja tak indeks ny, da je a,, > M —e. V vsaki e-okolici mora
torej biti vsaj en ¢len zaporedja. Ce M ne sodi med ¢lene zaporedja, lahko
sklepamo, da mora biti v vsaki njegovi e-okolici celo neskonéno mnogo ¢lenov
zaporedja. To pripelje do pojma stekalisca:

Definicija 2.1.2. Stevilo a je stekalisée zaporedja (a,), kadar je v vsaki
e-okolici (a — €, a + €) neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja.



34 POGLAVJE 2. ZAPOREDJA IN STEVILSKE VRSTE

Povzemimo:

Trditev 2.1.1. Natancna zgornja meja je najvecyi clen ali pa je stekalisce
zaporedja. Podobno je natancéna spodnja meja najmangsi clen ali pa stekalisce
zaporedja.

Seveda ima lahko zaporedje tudi kaksno stekalis¢e, ki ni niti natancna
zgornja niti natancna spodnja meja.

Kadar je a stekalisce, je torej neenacba |a — a,| < € izpolnjena za ne-
skon¢no mnogo ¢lenov zaporedja. Lahko pa je Se neskontno mnogo c¢lenov
zaporedja, ki tej enachi ne zados¢ajo in so zato izven e-okolice.

Primer 2.1.4. Stekalisca zaporedja:

1. Zaporedje reciprocnih vrednosti naravnih stevil
1 11 1 1
Y 2 ) 3 ) 4 Y 5 7 6 P
ima eno stekalisce a = 0 = inf a,,, ki ni ¢len zaporedja.
To sledi iz Arhimedove lastnosti mnozice R (trditev 1.2.5), kajti v vsaki okolici
(—¢,€) je vsaj eno Stevilo a,, = 1/n, torej so v isti okolici tudi vsa Stevila a,, =

1/m < 1/n, kjer je m > n, teh pa je neskonéno mnogo.

2. Zaporedje ((—1)") ima dve stekaliséi, —1 in 1, ki sta obe tudi ¢lena
zaporedja.

3. Zaporedje (n?) nima stekalisc. n

Izrek 2.1.2. Vsako (navzgor in navzdol) omejeno zaporedje ima vsaj eno
stekalisce.

Dokaz. Naj bo m = inf a,, in M = sup a,,. Mnozica

A ={z € R; a, <z za najve¢ konéno mnogo indeksov n}

je neprazna, saj je m € A. Poleg tega je navzgor omejena, saj je x < M za vsak © € A.
Torej ima svojo natan¢no zgornjo mejo a = sup A.

Vzemimo poljuben € > 0. Ker je a = sup A, je a — e € A, torej je levo od Stevila
a — ¢ najve¢ konéno mnogo ¢lenov zaporedja. Po drugi strani pa a + ¢ ¢ A, torej je levo
od tega Stevila neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja. Od tega jih je kon¢no mnogo levo od
Stevila a — €, torej jih mora biti na intervalu (a — €, a + €) neskonéno mnogo. Drugace
povedano, za vsak € > 0 je v okolici (a — €, a+¢) neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja, torej

je a stekalisce zaporedja (a,). (I
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2.1.2 Konvergentna zaporedja

Najbolj nas bodo zanimala zaporedja, pri katerih se vsi ¢leni priblizujejo
nekemu Stevilu, ko postaja n vse vecji. Natancneje:

Definicija 2.1.3. Zaporedje (a,) konvergira proti stevilu a, natanko takrat,
kadar za vsak £ > 0 obstaja tak indeks ng, da so v e-okolici stevila a vsi cleni
a,, z indeksom n > nyg.

Zaporedje, ki konvergira, je konvergentno zaporedje, Stevilo a je njegova
limita, kar zapisemo

a=lma, ali a, — a; n— .

Zaporedje, ki ne konvergira, je divergentno.
Pri konvergentnem zaporedju z limito a je neenacba

la —a,| <e

izpolnjena za vse indekse n od nekega ng dalje.

Ocitno je limita konvergentnega zaporedja stekalis¢e in to edino stekalisce
tega zaporedja. Ni pa vsako stekalisce limita zaporedja: ¢e ima zaporedje
veC kot eno stekalisée ne more biti konvergentno — v tem primeru nobeno
od stekalis¢ ni limita.

Clene konvergentnega zaporedja si lahko predstavljamo kot zaporedje pri-
blizkov za stevilo a. Razlika |a—a,| je v tem primeru napaka, ki jo naredimo,
¢e namesto limite a vzamemo n-ti élen zaporedja. Ce zaporedje konvergira k
a, lahko dosezemo, da bo ta napaka manjsa od poljubnega vnaprej izbranega
stevila € > 0, ¢e le vzamemo dovolj pozen ¢len zaporedja (kar pomeni, da
mora biti indeks n dovolj velik).

Primer 2.1.5. Konvergenco zaporedja lahko pokazemo direktno s pomocjo
definicije:
1. V primeru 2.1.4 smo se pravzaprav prepricali, da zaporedje, dano z
a, = 1/n konvergira proti stevilu 0.

2. Dokazimo, da ima zaporedje

15 n

Y16 w1

A~ w

1 2
27 3
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limito 1. Izberimo € > 0 in poglejmo, za katere indekse n je izpolnjena

neenacba
1 —a,| <e. (2.1)
Dobimo
P ——
— Qp| = IS

n+1

1

-—1 < n.

€

Neenacba (2.1) je torej izpolnjena za vsak n > ng = |1/¢] (tj. celi del
stevila 1/¢).

Na primer, za ¢ = 107! je ng = 10: vsi ¢leni zaporedja od desetega
dalje se razlikujejo od limite 1 za manj kot 1/10.

3. Vzemimo zaporedje a,, = (—1)"n/(n + 1) in pokazimo, da Stevilo 1 ni
limita tega zaporedja. Naj bo ¢ > 0.

1 | n+1—(=1)"n = n=2k
— an —= —=
n+1 27;‘:11 n=2k+1

Ce je € < 1, je ta neenacba izpolnjena samo za tiste sode indekse n, za
katere veljan > % —1, medtem ko obstajajo poljubno veliki lihi indeksi,
za katere neenacba ni izpolnjena. |

Lastnosti konvergentnih zaporedij

Izrek 2.1.3. Vsako konvergentno zaporedje je omejeno.

Drugace povedano: konvergentnost zaporedja je zadosten pogoj za ome-
jenost, omejenost zaporedja pa je potreben pogoj za konvergenco.

Dokaz. Naj bo a = lima,. Vsi ¢leni zaporedja razen koné¢no mnogo so na intervalu
(a—1,a+1). Ce levo od tega intervala ni nobenega ¢lena, je tevilo a — 1 oitno spodnja
meja, ¢e pa so kaksni ¢leni manjsi od a — 1, jih je le konéno mnogo, najmanjsi med njimi
pa je spodnja meja (celo natanéna spodnja meja). Na podoben naéin se prepricamo, da je
zgornja meja zaporedja Stevilo a+ 1 ali pa najvecji od vseh ¢lenov in tako je izrek dokazan.

O

Zaporedje, ki ni omejeno, torej ne more biti konvergentno. Prav tako
zaporedje, ki ima ve¢ kot eno stekalis¢e ne more biti konvergentno. To pa
sta edina pogoja, saj velja:
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Izrek 2.1.4. Zaporedje je konvergentno natanko tedaj, ko je omejeno in ima
samo eno stekalisce.

Dokaz. Pokazati moramo le Se, da je omejeno zaporedje z enim samim stekaliS§¢em
vedno konvergentno. Drugace povedano: pokazati moramo, da ima omejeno divergentno
zaporedje nujno vec kot eno stekalisce.

Naj bo (a,) omejeno divergentno zaporedje. Ker je (a,) omejeno, obstaja omejen
interval [m, M], na katerem lezijo vsi ¢leni zaporedja {a,} C [m, M]. Zaradi izreka 2.1.2
ima zaporedje vsaj eno stekalisCe, ozna¢imo ga z a. Zaradi divergentnosti zaporedja to
stekalis¢e ne more biti limita, zato je zunaj dovolj majhne e-okolice neskon¢no ¢lenov
zaporedja. To pomeni, da je vsaj na enem od intervalov, [m,a —¢] ali [a+ ¢, M] neskonéno
mnogo ¢lenov zaporedja, torej obstaja (spet zaradi izreka 2.1.2) vsaj Se eno stekalisce

b # a.

Ce ima omejeno zaporedje le eno stekalisce, je torej nujno konvergentno. U

Naslednji kriterij za konvergenco ima to lepo lastnost, da govori samo o
clenih zaporedja in ne o limiti. Z njim lahko ugotovimo, ali je neko zaporedje
konvergentno, ne da bi poznali njegovo limito.

Izrek 2.1.5. Zaporedje (a,) je konvergentno natanko takrat, kadar zadosca
tako imenovanemu Cauchyjevemu? pogoju:
Vsakemu pozitivnemu Stevilu € pripada tak indeks ng, da je neenacba

|antp —an| < e (2.2)

1zpolnjena za vsak n > ng in za vsako naravno stevilo p.

Dokaz: Najprej dokazimo, da je Cauchyjev pogoj potreben za konvergenco zaporedja.
Vzemimo zaporedje (a,), ki konvergira proti limiti @, in naj bo ¢ poljubno pozitivno
stevilo. Ker je zaporedje konvergentno, obstaja tak indeks ng, da je |a —a,| < €/2 za vsak
n > ng, torej je tudi |a — anyp| < €/2 za poljuben p € N, saj je n + p tudi vecji od ny.
Ocenimo razliko

E €
lantp = anl| = |(antp — a) = (an — a)| < |ant+p — al + |an —al < 3 + 9= =
in vidimo, da zaporedje zado$ta Cauchyjevemu pogoju.

Dokazimo Se, da je Cauchyjev pogoj zadosten za konvergenco. Naj zaporedje (a,)
zadosca Cauchyjevemu pogoju. Izberimo si € = 1 in dolo¢imo indeks r tako, da bo za vsak
p € N izpolnjena neenacba |a,4, — ar| < 1, kar pomeni, da vsi ¢leni zaporedja z indeksom
vecjim od r lezijo na intervalu (a, — 1,a, + 1). Zaporedje (a,) je torej omejeno in ima
zaradi izreka 2.1.2 vsaj eno stekaliS¢e a. Pokazali bomo, da je a = lima,

2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francoski matematik, zacetnik teorije kom-
pleksnih funkcij.
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Vzemimo poljubno pozitivno Stevilo €. Zaradi Cauchyjevega pogoja obstaja tak indeks
n, da je |antp — an| < €/2 za vsak p € N. Vsi éleni a,,, za m > n so na intervalu
(an —€/2,ayn + £/2), torej lezi stekaliste a na zaprtem intervalu [a,, —&/2,a, +€/2]. Ker
je razlika dveh Stevil s tega intervala manjsa od ¢, velja za vsak m > n ocena |a — a,,| < €,
kar Ze pomeni, da je a limita, torej je zaporedje (a,) res konvergentno. O

Primer 2.1.6. Dokazimo, da zaporedje, ki je dano z dvoclensko rekurzijo

1
G =0, a =0 an2= i(an + any1)

zadosca Cauchyjevemu pogoju in je zato konvergentno.
Razlika dveh zaporednih clenov je

1 1
Un42 — Ap41 = i(an—&-l + an) — Qp41 = i(an - an+1)~

Od tod sledi:

|an+2 - an+1| == §|an - an+1| == 272|an—1 - an| =
1 1
T = 27\@ —a| = 27|5— al.
Potem je
lan+p — an| = |(@ntp — Gnip-1) + (@nip—1 — Anyp—2) + ... + (Ant1 — an)|

< lantp = angp-1] +lansp—1 = angp2| + ... + [ant1 — an

1 1
1 1-(3)” 1
—Zn,l'1_7;'|ﬂ—a|<2n,2'|ﬁ—04\-

2

Naj bo € > 0 in izberimo N tako velik, da bo

1 < e
2N=2 "B —al

Potem je za vsak n > N in za vsak p € N

1
|antp — an| < B —al <e

= 9N-—2

Zaporedje a,, je torej konvergentno, ker zadosc¢a Cauchyjevemu pogoju. ]
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Divergentna zaporedja

Zaporedje, ki ni konvergentno, je divergentno. Na primer, vsako neomejeno
zaporedje je divergentno. Tudi vsako zaporedje z vec kot enim stekaliscem
je divergentno.

Ce so ¢leni zaporedja ¢edalje vedji in rastejo proti neskonénosti, pravimo,
da zaporedje divergira proti oo. Natancneje:

Definicija 2.1.4. Ce za vsako pozitivno stevilo M obstaja tak indeks nq,
da je a, > M, ce je n > ng, pravimo, da zaporedje a,, divergira proti ne-
skoncénosti in napisemo

lim a,, = 00

Podobno, zaporedje divergira proti —oo:
lima, = —o0,

¢e za vsako pozitivno stevilo A obstaja tak indeks ng, da je a, < —A, ce je
n > ny.

Zaporedje, ki divergira proti oo ali proti —oo, ne more imeti stekalisc.
Seveda ni nujno, da divergentno zaporedje divergira proti oo ali proti —oo.
Primer 2.1.7. Nekaj divergentnih zaporedij:

1. Zaporedje (n) divergira proti oo, saj za poljuben M > 0 lahko vzamemo

2. Tudi zaporedje (logn) divergira proti oo, saj za poljuben M > 0 lahko
vzamemo ng = [eM] + 1.

3. Zaporedje (sinn) je divergentno, vendar je omejeno, zato ne divergira
proti oo. |

Lastnosti limite zaporedja

Konvergentnost je lastnost, ki je odvisna le od zelo poznih ¢lenov zaporedja,
zacetni ¢leni pa nanjo ne vplivajo. Ocitno ostane konvergentno zaporedje
konvergentno z isto limito, ¢e mu dodamo ali odvzamemo kon¢no mnogo
¢lenov.
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Trditev 2.1.6. Ce imata zaporedji (a,) in (b,) isto limito,
lima, =limb, =1,
in je zaporedje (c,) med njima, tako da je
a, < c¢, <b, za vsak n,

je tudi
lime, = 1.

Dokaz: Ker je [ limita zaporedij (a,) in (b,), obstajata za vsak € taka n;
in no, da velja

a, € (l—e,l+4¢€)zan>n,
b, € (I—¢e,l4+¢)zan>n,.
Ce je ng vecje od stevil ny in no, veljata za vsak n > ny oba pogoja hkrati,

torej
l—e<a,<c,<b,<l+e¢,

tako da je ¢, za vsak n > ng v e-okolici limite [. O

Preprosta posledica trditve 2.1.6 je tale sklep: ¢e za zaporedje (a,) velja
a, < bzavsak ninlim,_ . a, = a, je tudi a < b. Na primer, limita zaporedja
s pozitivnimi ¢leni je nenegativna.

Trditev 2.1.7. Ce sta zaporedji (a,) in (b,) konvergentni, lima, = a in
limb,, = b, potem so konvergentna tudi zaporedja

(an +by) = a1 +bi,a0+bo,...
(an_bn)
(anbn) = al-bl,ag-bQ,....

al—bl,ag—b2,...

mn velja:

lim(a, +b,) = lima, + limb,
lim(a, —b,) = lima, —limb,

lim(a,b,) = lima, -limb,.
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Dokaz: Izberimo pozitivno stevilo . Ker sta zaporedji (a,) in (b,) kon-
vergentni, obstajata naravni tevili n, in n,, da je |a, — a| < /2 za vsak
n > n, in |b, —b| < /2 za vsak n > n;. Ce za ng vzamemo vecje izmed
stevil n, in ny, za vsak n > ngy velja

[(an +bn) — (a+b)| = |(an —a) + (b, — )| <
£
2

torej zaporedje (a,+b,) res konvergira proti limiti a+b. Podobno dokazemo,
da je limita razlike enaka razliki limit.
Poglejmo Se limito produkta. Produkt a,b, zapisemo v obliki

gyan—a|+|bn—by<§+ =g,

anb, = (a, — a)(b, — b) + a(b, — b) + b(a, — a) + ab.
Tako je
lanby, — ab| <la, —al|-|b, —b| + || - |a,, — a| + |a| - |bn, — 1.

Recimo, da je n pozitivno stevilo manjse od 1. Ce je n dovolj velik, je
la, —al <nin |b, —b] <n. Za tak n je

|anbn — abl < n* +n(lal +18]) < n(|al + [b] + 1).

Naj bo e poljubno pozitivno stevilo manjse od 1. Ce si izberemo

€

T+ o+ 1

je za dovolj velike indekse n izpolnjena neenacba |a,b, — ab| < €, torej zapo-
redje (a,b,) res konvergira proti ab. O

Trditev 2.1.8. Ce je a, # 0 za vsak n in ce zaporedje (an) konvergira proti
a # 0, konvergira tudi zaporedje (1/a,) in je
1 1
lim — = —.
a, a
Dokaz: Naj bo e poljubno pozitivno stevilo, in 7 pozitivno Stevilo, ki je
manjse od |a|/2 in od ¢la?/2. Ker je a limita zaporedja (a,), je za vsak
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dovolj velik indeks n izpolnjena neenacba |a, — a| < 1. Za tak n je |a,| =
la + (a, — a)| > |a| — |a, — a] > |a|/2, zato je tudi

o' — a7l = |a, — a 2_77
|anal — [al?
Ker smo izbrali n < ¢la|?/2, je torej
la,t —at < ¢
za vsak dovolj velik n, torej zaporedje (1/a,) konvergira proti 1/a. U

Iz zadnjih dveh trditev sledi Se:

Trditev 2.1.9. Ce zaporedje (a,) konvergira proti limiti a in zaporedje (b,,),
kjer so b, # 0za vsak n, konvergira proti b # 0, konvergira zaporedje kvoci-
entov (a,/by,) proti a/b.

Primer 2.1.8. Oglejmo si zaporedje s splosnim ¢lenom

n? + 3n
Ay = ———.
2n? —1

Ce $tevec in imenovalec delimo z n?, dobimo

_ . 1+43/n  1+3lmi 1
lima,, = lim = — =7,
2—1/n*  2-lim-; 2

saj zaporedji (3/n) in (1/n?) ocitno konvergirata proti 0.
Splosneje: ce je a, kvocient dveh polinomov in «q, Gy # 0, potem je

N 0 ceje k<l
liman:limaon e daant o o ceje k=1
Gont+ ...+ G_in+ 5 o

+oo ceje k>
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2.1.3 Monotona zaporedja

Definicija 2.1.5. Zaporedje (a,) je naraséajoce, e za vsak n € N velja
an < Gpyq. Ce za vsak n velja a, < ani1, je zaporedje strogo narascajoce.
Zaporedje (a,,) je padajoce, ¢e za vsako naravno stevilo n velja a, > a,41.
Ce za vsak n velja a, > ans1, je zaporedje strogo padajoce. Zaporedje je
monotono, ¢e je narascajoce ali padajoce.

Monotona zaporedja so vsaj z ene strani omejena. Vsako narasScajoce
zaporedje (a,) je navzdol omejeno in inf a,, = a1, vsako padajoce zaporedje
(b,) pa je navzgor omejeno in sup b, = by.

Poleg tega velja:

Izrek 2.1.10. Narasc¢ajoce zaporedje, ki je navzgor omejeno, konvergira proti
lima,, = supa,. Nara$Scajoce zaporedje, ki ni navzgor omejeno, pa divergira
proti 00.

Podobno, padajoce zaporedje, ki je mavzdol omejeno, konvergira proti
lima, = infa,. Padajoce zaporedje, ki ni navzdol omejeno, pa divergira
proti —oo.

Dokaz: Naj bo (a,) narascajoce zaporedje in M njegova natanéna zgornja
meja. Vzemimo poljuben € > 0. Ker je M natanc¢na zgornja meja zaporedja,
je a, < M za vsak n in a, > M — € za vsaj en clen a;. Ker je zaporedje

monotono narascajoce, je a, > M — ¢ tudi za vsak n > k, zato so v e-okolici
tocke M vsi cleni od k-tega dalje, torej je

lima, = M.

Ce zaporedje ni navzgor omejeno, obstaja za vsak A > 0 kaksen ¢len Ay s
za katerega velja a,, > A. Ker je zaporedje monotono, je a,, > a,, > A za
vsak m > ng, torej je

lima,, = .

Dokaz trditve za padajoce zaporedje je podoben. U

Primer 2.1.9. Zaporedje priblizkov za stevilo v/2. Naj bo
(0 2)
a; = 2, an+1:§ anp+— 1.

Pokazimo, da je dano zaporedje padajoce in navzdol omejeno, torej konver-
gentno.
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1. Da je zaporedje omejeno navzdol, je oc¢itno, saj je a, > 0 za vsak n.

Spodnjo mejo 0 lahko precej dvignemo, saj velja:

2
20p410, = a, + 2,

ar g = (an — aps1)* +2 > 2,

odtod
Qpy1 > V2 za vsak n.

Torej je tudi v/2 spodnja meja zaporedja.

. Pokazimo Se, da je zaporedje monotono padajoce:

()
Qp — Qpy1 = Ap — 3 an + —

2 n
a? —2
— n >0
2a,

ker je aZ > 2 za vsak n.

. Zaporedje a,, je torej konvergentno. Naj bo lima, = [. Oc¢itno mora

biti I > /2 > 0. Poleg tega iz enakosti a1 = (a,/2 + 1/a,) sledi

[ =1i li L + 2 L l+2
= lim = lim — — == - .
Gt 2 hn an 2 l

Ce to enacbo resimo, dobimo | = ++/2. Ker mora biti [ > 0, je
[=lima, = \/5,

torej je a, res zaporedje priblizkov za stevilo v/2.

Ce zapisemo prvih nekaj ¢lenov zaporedja,

2, 1.5, 1.416, 1.41421568628, 1.41421356238, ...,

se prepricamo, da se ze ¢len ay od prave vrednosti v/2 razlikuje za manj kot

10710,
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2.1.4 Potence z realnimi eksponenti

Zaporedje potenc. Naj bo ¢ poljubno realno stevilo. Oglejmo si zaporedje
potenc (™).

Trditev 2.1.11. Zaporedje (c") je konvergentno, ce je ¢ € (—1,1]. Natan-
cneje:
oo, ceje c¢>1
limc" = 1, ceje c=1
0, ceje |e|]<1

Ce je ¢ < —1, zaporedje ni konvergentno.
Dokaz. Naj bo najprej ¢ > 1. Potem je c =1+ z, kjer je x > 0 in
"= (14x)"

Po binomski formuli je

n

-1
(1+$)n22 (Z)xk:1+nx+%x2+...+x”.
k=0

Vsi cleni v tej vsoti so pozitivni, zato je cela vsota gotovo vecja od prvih
dveh ¢lenov:
"=1+2z)">1+nz. (2.3)

Zaporedje (1 + nx) je narascéajoce in ni omejeno, kar sledi iz Arhimedove
lastnosti realnih stevil (izrek 1.2.5), torej je lim ¢ = oc.

Za ¢ =1 je trditev ocitna, saj so vsi ¢leni enaki 1" = 1.

Naj bo |c¢| < 1. Zaporedje (|c"|) je padajoce in navzdol omejeno, torej
konvergira k nekemu Stevilu @ > 0. To pomeni, da zaporedje sodih potenc
(¢*) konvergira proti «, zaporedje lihih potenc (¢*") pa k av ali k —a, glede
na predznak stevila c¢. Zaporedje (¢™) ima tako najve¢ dve stekaliséi: a in
—a. Iz rekurzivne formule || = |c| - |¢"!] sledi, da je
"=

n—1|
)

lim |¢ ¢l -lim e

torej a = |c|er, to pomeni, da je a = 0. Zaporedje (¢™) je omejeno in ima v
vsakem primeru eno samo stekalisS¢e &« = —a = 0, ki je njegova limita.

Ce je ¢ = —1 ima zaporedje ((—1)") dve stekalisci, zato ni konvergen-
tno. Ce pa je ¢ < —1, je zaporedje ¢” v obe smeri neomejeno, in je tudi
divergentno. U
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Zaporedje korenov. Vzemimo pozitivno realno stevilo ¢ > 0 in si oglejmo
zaporedje korenov (c!'/") = ({/c).

Trditev 2.1.12. Za vsak ¢ > 0 je zaporedje (c*/™) konvergentno z limito
limer = 1. (2.4)

Dokaz. Naj bo najprej ¢ > 1, tako je ¢ = 1 4 nx, kjer smo pisali z =
(¢ —1)/n > 0. Iz enacbe (2.3) sledi

c—l_

(1+z)">1+nx=1+n =c.

n

Obe strani korenimo in dobimo /c < 1+ (¢ —1)/n. Ker je ¢ > 1, je tudi
{/c > 1 in velja za vsak n ocena

—1
1<<fc<1+c .
n

Ker je lim(1 + (¢ — 1)/n) = 1, sledi (po trditvi 2.1.6), da je lim {/c = 1.
Za ¢ =1 je veljavnost relacije oc¢itna. Ce pa je ¢ < 1, obstaja tak b > 1,
da je ¢ = 1/bin /c = 1/3/b, torej je

1

lim /¢ =
Ve lim /b

=1.

t

V razdelku 1.2.4 smo za a > 0 potenco a” definirali za poljuben racionalen
eksponent r. Da bi lahko definirali potenco tudi za iracionalne eksponente,
potrebujemo naslednji rezultat:

Izrek 2.1.13. Za vsako realno stevilo x obstaja zaporedje racionalnih stevil
(), ki konvergira k x:
lim z, = x.

Dokaz. Naj bo x; najvecje celo stevilo, ki ni vecje od x. Tako je gotovo
z € [xy,21+1). Ceje x v levi polovici tega intervala: 2 < x;, +1/2, izberemo
Ty = Xy, sicer pa xy = xp + 1/2. Stevilo = tako gotovo lezi na intervalu
[z9, 29 + 1/2). Ta interval spet razpolovimo in izberemo za x3 levo krajisce
tistega podintervala, na katerem se nahaja z. Tako nadaljujemo, dokler ne
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A
Y

T A
T2
I3
Ty

Slika 2.1: Konstrukcija racionalnega zaporedja, ki konvergira proti realnemu
Stevilu A

dobimo monotono narascajocega omejenega zaporedja (x,,). Za tako dobljeno
zaporedje je z — x,, < 217", kar je poljubno blizu 0, ée je le n dovolj velik.[]

Naj bo r poljubno realno stevilo in (r,) zaporedje racionalnih Stevil, ki
konvergira proti r. Izberimo poljubno stevilo ¢ > 0 in konstruirajmo zapo-
redje

a, =c™m; n=12,....

Pokazimo, da zaporedje (a,) zados¢a Cauchyjevemu pogoju. Razlika
anp = aa] = ¢ = ] =[] |~ 1]

postane pri dovolj velikem n za vsak p poljubno majhna, saj je vrednost pr-
vega faktorja omejena, v drugem faktorju pa gre z rastocim n razlika ry, 4, —1,
proti 0, zato tudi ves faktor konvergira proti 0. Zaporedje (a,) je konvergen-
tno. Izkaze se, da je za vsako zaporedje (r,), ki konvergira proti r, limita
zaporedja (¢™) vedno isto stevilo. To limito vzamemo za vrednost potence

c:

Definicija 2.1.6. Naj bo ¢ > 0. Potem je

¢ = M — lim ¢,

Vsa obicajna pravila obicajna pravila za racunanje s potencami veljajo
tudi za potence z realnim eksponentom.
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Konstrukcija stevila e. Vzemimo zaporedji

0 = <1+%>n in b, = (1_%)_71' (2.5)

Pokazali bomo, da sta obe zaporedji konvergentni in imata isto limito.
V dokazu bomo potrebovali naslednjo neenakost:

Lema 2.1.14. Za vsak x € (0,1) in za vsak m € Z, |m| > 1, velja:
(1—2)">1—ma. (2.6)
Dokaz leme. Za eksponente m € N, m > 2 si lahko pomagamo z indukcijo:
1. Ce je m = 2, je o¢itno

(1—z)=1-2r+2">1-21.

2. Iz indukcijske predpostavke
(1—2)">1—mzx

sledi
1—2)"M=0-2)"(1—2)> (1 —-ma)(l—2)
=1l-(m+Dr+mz*>1—(m+ 1)z

in lema je dokazana za m > 2.

Cejem =—n< -2, n €N, pa iz neenache
1+z)(1—-2)=1-2><1

sledi .
1 <—=(1-2)"
+x 1_:[: ( x) ?
torej je
l-z)"=0—-2z)">0+2)">14+nr=1—mx

in neenacba je dokazana tudi v tem primeru. U
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Trditev 2.1.15. Zaporedje
je marascajoce, zaporedje

pa je padajoce.

Dokaz. V neenacbi (2.6) izberimo m = n in z = 1/n?

1\" 1\" 1\" 1
() () ()
n n n n

Obe strani delimo z (1 — 1/n)™ in dobimo

(o) = (D) () () e

Na levi strani je a,,, na desni pa a,_1, torej a,, > a,_1, zaporedje (a,) je torej
narasc¢ajoce. Ker ocena (2.7) velja tudi za n < —2, lahko zapisemo Se

1\ " 1 —(n+1)
() =)
n n+1

kar je isto kot b,.1 < b,. To pa pomeni, da je zaporedje (b,) padajoce. [

Trditev 2.1.16. Zaporedje (a,) je navzgor, zaporedje (b,) pa navzdol ome-
jeno.

Dokaz. Zaradi

) - 1 1 f(n+1)_ nal n+1
nH T n-+1 N n
1\" 1 1
(1+—) (1+—) =a, <1+—> > ay,
n n n
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je za vsak n > 2
an<bn+1§62:4 in b, >a,.1>a =2

Tako je 4 zgornja meja zaporedja (a,) in 2 spodnja meja zaporedja (b,). Obe
zaporedji sta zato monotoni in omejeni, torej konvergentni. U

Trditev 2.1.17. Zaporedji (ay) in (b,) tmata isto limito, ki jo oznacimo z
e.

Dokaz. 1z zveze b,11 = a,(1 4 1/n) sledi,
. . . 1 .
lim b, 11 = lim a,, lim (1 + —> = lima,,
n

torej imata isto limito, ki jo bomo oznacili z e:
. 1\" . N
lim (1+—) =e=1Ilim (1—-— .
n—oo n n—00 n

Stevilo e je iracionalno stevilo, ki ga bomo Se pogosto srecali. Zaokrozeno
na dvanajst decimalk je

g

e = 2.718 281 828 459.

Primer 2.1.10. Dolo¢imo limito zaporedja s splosnim ¢lenom (1 —5/n)™ !
Naj bo m = n/5, torej n = 5m. Potem je

n 1 bm
lim <1 — §> = lim (1 — —)
n— oo n m—00 m

-5

1 —m
= lim [(1 — —) ] =0,
m—00 m
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2.1.5 Logaritmi

Ko smo iskali obrat relacije A = a" pri fiksnem eksponentu, smo prisli do
definicije korena: a = {/A. Ce pa na to relacijo gledamo pri spremenljivem
eksponentu in konstantni osnovi, je njen obrat logaritem.

Definicija 2.1.7. Logaritem stevila A > 0 pri osnovi a > 0, a # 1 je Stevilo,
s katerim moramo potencirati osnovo a, da dobimo A.

r=1log,A <+ a"=A
Stevilo A imenujemo logaritmand, Stevilo a pa osnovo.

Definicija logaritma je smiselna samo, ¢e je osnova a > 0 in a # 1.
Ce sta a in A pozitivni stevili, se lahko na podoben nacin, kot smo dokazali
izrek 1.2.8 o obstoju korena, prepricamo, da obstaja natanko doloceno stevilo
x = log, A. Zlahka se prepricamo, da za vsak a > 0, a # 1 velja

log,1=0 in log,a=1.

Prvo enacbo dobimo iz a® = 1, drugo iz a' = a.

Iz zakonov za racunanje s potencami lahko izpeljemo naslednja pravila
za racunanje z logaritmi:

log,(AB) = log, A+log, B;
A
log, 3 = log, A —log, B;

log, A" = rlog, A.

Ce sta a in b razliéni osnovi, je

log, A
log, a”

log, A =log,b-log, A =

V matematiki najve¢ uporabljamo logaritme, ki imajo za osnovo Stevilo
e. Pravimo jim tudi naravni logaritmi, stevilu e pa osnova naravnih loga-
ritmov. Naravne logaritme zato piSemo brez osnove, véasih pa uporabljamo
tudi oznako In. Tako je torej log, A isto kot log A ali pa In A. Poleg narav-
nega logaritma se, zlasti v tehniki, pogosto uporablja logaritem z osnovo
10, lg A = log,y A, ki mu pravimo desetiski ali Briggsov logaritem, in v
racunalnistvu logaritem z osnovo 2, 1b A = log, A, ali dvojiski logaritem.
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2.2 Stevilske vrste

2.2.1 Konvergenca vrst
Definicija 2.2.1. Ce je dano zaporedje (a,), je s predpisom
Si=ai, S, =51+ a,=a1+ax+ -+ ap_q + ay.

doloceno zaporedje delnih vsot vrste s ¢leni a,, ki jo oznac¢imo:

Zak:al+a2+"'+ak+"‘ (2.8)
k=1

Ce zaporedje delnih vsot S, konvergira proti stevilu s, pravimo, da je
vrsta (2.8) konvergentna in da je njena vsota enaka s, kar zapisemo:

[e.9]

E ap = S.

k=1
Ce je zaporedje delnih vsot divergentno, je vrsta divergentna in nima vsote.

Primer 2.2.1. Naj bo ¢ € R. Vrsti

oo
>
n=0

pravimo geomtrijska vrsta s kvocientom c. Za zaporedje delnih vsot geome-
trijske vrste velja:

Sn+1_1:(1+C+"'+Cn+1)—1:C+"'+Cn+1:CSn
in
Sﬂ+1:Sn+Cn+1 :CSn+17
zato je za ¢ # 1

1_Cn+1
Sp=
1—c¢

To zaporedje je konvergentno samo, ¢e je |c¢| < 1 (trditev 2.1.11). V tem
primeru je
1 — Cn—l—l 1

lim 5, = li -
e =T T T T
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Primer 2.2.2. Poiséimo vsoto vrste
i 1
— n(n+ 1)

Clene te vrste lahko razstavimo na parcialne ulomke:

111
nn+1) n n+1’
zato je
N
1 1
Sy = - —
N ;(n n+1)
1 1 1 1 1
= (1-2= Z_Z (= -
( 2)+(2 3)+ (N N—{—l)
1
- - —
N+1
in
f: L lim S 1
:1n(n+1)

Iz Cauchyjevega pogoja (2.2) za konvergenco zaporedja delnih vsot sledi

Izrek 2.2.1. Vrsta -
>
n=1
je konvergentna natanko takrat, kadar za vsak € > 0 obstaja tak indeks ny,

da je
|Sn+p - Sn| = |an+1 + an+p| <€

za vsak p € N, ce je le n > ny.
Drugace povedano: ce je vrsta konvergentna, lahko izracunamo njeno

vsoto poljubno natancno, ¢e le seStejemo dovolj njenih zacetnih ¢lenov —
vsota preostalih neskonéno mnogo ¢lenov bo manjsa od predpisane napake.
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Primer 2.2.3. Vrsto

imenujemo harmonicéna vrsta. Pokazimo, da harmonicna vrsta ni konvergen-
tna. Ce bi bila konvergentna, bi po Cauchyjevem kriteriju za vsak ¢ > 0
obstajal tak indeks ng, da bi veljalo

Apy1+ -+ Qpyp < €

za vsak n > ng in za vsak p. Vendar, ¢e izberemo poljuben n in p = n, je

1 11
n “ .. TL:— “ .. _> ._:_’
(et oo = om F o o >N o =0

to pa ni poljubno majhno stevilo. |

Izrek 2.2.2. [Potreben pogoj za konvergenco]Ce je vrsta konvergentna, kon-
vergira zaporedje njenih clenov proti 0.

Dokaz. Naj bo
S = Z a, = lim S,,.
n=1

Ocitno velja
ap = Sn - Sn—b

torej
lima, = lim(S, — S,-1) =5S—-5=0

in izrek je dokazan. |

Pogoj lima,, = 0 je potreben za konvergenco vrste, ni pa zadosten, saj
harmonicna vrsta temu pogoju zadosca, pa kljub temu ni konvergentna.

2.2.2 Vrste s pozitivnimi ¢leni

Ce so vsi ¢leni a, > 0, je zaporedje delnih vsot vrste
o0
> o
n=1

narascajoce in je konvergentno natanko takrat, kadar je navzgor omejeno.
Ce ni omejeno, pa divergira proti oo.



2.2. STEVILSKE VRSTE 95

Primer 2.2.4. Naj bo p > 1. Pokazimo, da je vrsta
>
n=1 ne

konvergentna.
Pokazali bomo, da je zaporedje delnih vsot

N
1
SN — ﬁ
n=1
navzgor omejeno. Za vsak N > 1 je
SN < SQN_l
= 1+ ! + = +--+ !
B 20 3p (2N — 1)

(1 1 1

1 1 1 1
< 1+(§+§)+---+(2(N1)p+---+—2(N1)p>

= 1—1—54—"‘4—@

1 1 N—-1
= 1t g+t (2p1) :

to je (N —1)-va delna vsota geometrijske vrste s kvocientom ¢ = 1/2P~1. Ker
je p > 1, je ¢ < 1 in geometrijska vrsta je konvergentna, delna vsota pa je
manjsSa od vsote cele vrste, torej

1
SN < ————~
Y=y
kar je zgornja meja za zaporedje delnih vsot Sy. |

Ugotavljanje konvergence vrste s pozitivnimi ¢leni je precej bolj preprosto,
ker je zaporedje delnih vsot take vrste monotono narascajoce, in poznamo
celo vrsto kriterijev, s katerimi si lahko pomagamo. Navedli bomo dva.
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Izrek 2.2.3. [Primerjalni kriterij] Ce sta

(o.) oo
g an, N g b,
n=1 n=1

vrsti s pozitivnimai cleni in je a, < b, za vsak n € N, velja:

ce je Z b, konvergentna, je tudi Z a, konvergentna,

n=1 n=1

ali drugace povedano,

oo o0
ce je Z a, divergentna, je tudi Z b, divergentna.
n=1 n=1

Dokaz. Za zaporedji delnih vsot

Sn:ian in S,’lzibn
n=1 n=1

o¢itno velja S, < S! za vsak n € N. Ce je vrsta >, b, konvergentna,
je zaporedje (S') omejeno, torej je omejeno tudi zaporedje (S,). Ce je vi-
sta > 7 a, divergentna, je zaporedje (S,) neomejeno, torej je tudi vecje
zaporedje (S!) neomejeno. O

Primer 2.2.5. 'V primeru 2.2.3 smo dokazali, da harmoni¢na vrsta

NE
3=

Il
A

n

ni konvergentna. Za vsak p < 1 je 1/n” > 1/n in primerjalni kriterij pove,

da je vrsta
=1
>

n=1

divergentna za vsak p < 1. |
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Zaporedje kvocientov

a2 a3 (p41
, ey e

,
ay; as G,

meri hitrost narasc¢anja clenov vrste. Geometrijska vrsta s pozitivnimi cleni
(pri njej so ti kvocienti konstantni), konvergira, ¢e je ta konstanta manjsa
kot 1. Podobno velja tudi za splosne vrste:

Izrek 2.2.4. [Kvocientni kriterij] Ce obstaja

. An+1
lim =L
ap,

ki je lahko tudi o), velja: vrsta > o . a, konvergira, ce je L < 1 in diver-
J 5 n=1 ) J
gira, ¢e je L > 1.

Dokaz. Recimo, da je L < 1 in naj bo € > 0 tako majhen, da je L+¢ < 1.
Potem obstajati tak indeks ng, da je

Qp+1
G,

<L+e<l

Na konvergenco vrste, podobno kot na konvergenco zaporedja, ne vpliva, ce
na zacetku vrste nekaj ¢lenov dodamo ali odvzamemo. Prvih ng ¢lenov lahko
izpustimo, tako da dobimo vrsto, kjer velja neenakost

Ap+1
Qn,

< L+4+e<1 zavsakn.

Potem je
ag < (L+¢e)-a; in a,<(L+e) a.

Ker je geometrijska vrsta >~ a1(L + )" konvergentna, sledi iz primerjal-
. .o . . o0
nega kriterija, da je tudi vrsta )~ a, konvergentna.
Ce je
An1 >
Qn

1, je apy1 > ay

in je zaporedje ¢lenov (a,,) narascéajoce zaporedje pozitivnih stevil in lim a,, #
0. Potrebni pogoj za konvergenco vrste tako ni izpolnjen. Il

V primeru, ko je lim(a,11/a,) = 1, kvocientni kriterij na vprasanje o
konvergenci vrste ne da odgovora.
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Primer 2.2.6. Zgled za uporabo kvocientnega kriterija

1. Za vrsto
o 21’L
>
n=0
velja
2ntlnl

. An41 .
lim =lim —— =lim =
an 27(n+1)! n+1

in vrsta je konvergentna.

2. Za vrsti - -
Sm 3
n n?

n=1 n=1

velja (kot se prepricamo s kratkim rac¢unom):
a
lim = = 1.
an
Prva je divergentna, druga pa konvergentna, torej v tem primeru kvo-
cientni kriterij res ne da odgovora o konvergenci. |

Ce je vrsta konvergentna, je N-ta delna vsota
SN:CL1+612+"'+CLN

priblizek za vsoto vrste S, napaka pa je enaka ostanku vrste

RN: i Q.

n=N+1

Metodo, s pomocjo katere smo izpeljali kvocientni kriterij, lahko uporabimo tudi za
oceno ostanka. Ce vemo, da je za vsak n > N

a
m < In+l < M,
an

kjer sta Stevili m in M pozitivni in manjsi od 1, sledi
anm < any1 < anM,
kar pomeni, da je
an(m+m?+--)<anp+ango+-- <an(M+M?* +---).

Od tod dobimo oceno za ostanek

a _Zi a .
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2.2.3 Absolutna in pogojna konvergenca vrst

Ce so ¢leni vrste poljubna stevila (pozitivna ali negativna), lo¢imo dva tipa
konvergence:

Definicija 2.2.2. Vrsta > >~ a, je absolutno konvergentna, ¢e je konver-
gentna vrsta Y |a,| in pogojno konvergentna, ¢e je konvergentna, pa ni
absolutno konvergentna.

Vrsta je torej absolutno konvergentna, ce je konvergentna vrsta iz absolu-
tnih vrednosti njenih ¢lenov, to pa je vrsta s pozitivnimi ¢leni. Pri ugotavlja-
nju absolutne konvergence si torej lahko pomagamo s kriteriji za konvergenco
vrst s pozitivnimi ¢leni.

Izrek 2.2.5. Absolutno konvergentna vrsta je konvergentna.
Dokaz. Ce je vrsta absolutno konvergentna, je za zaporedje delnih vsot
o= loal -+ o]

izpolnjen Cauchyjev pogoj (izrek 2.2.1) in za vsak £ > 0 obstaja tak indeks
ng, da za poljuben p € N velja

|ant1] + -+ |antp| <,
ce je le n > ng. Potem je tudi
Gt + 4 nipl < lansal + -+ langy| < o
za vsak n > ng. Ocitno tudi zaporedje delnih vsot
Sy=a1+---+an

zadosca Cauchyjevemu pogoju in zato je vrsta konvergentna. U

Obratno seveda ni res, saj bomo kmalu spoznali kaksno pogojno konver-
gentno vrsto.

Izrek 2.2.6. Leibnizov® kriterij Ce je (a,) padajoce zaporedje pozitivnih
stevil in lima,, = 0, je vrsta

aq —CL2+CL3 — s = Z(—l)n_lan

n=1

konvergentna.

3Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), nemski filozof in matematik, skupaj z I. New-
tonom zacetnik diferencialnega in integralnega racuna.
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Vrstam, kjer se predznaki ¢lenov izmenjujejo, (kot je ta v izreku), pravimo
alternirajoce vrste.
Dokaz. Ker je zaporedje (a,) padajoce, za vsak N velja

Son >0 in Sonyo = Son + (@oni1 — asni2) > Son.
Po drugi strani je
52N2a1—(a2—a3)—'--—a2N<a1.

Zaporedje sodih delnih vsot Soy je naraScajoce in navzgor omejeno, ter zato
konvergentno. Za lihe delne vsote velja

Sony1 = (a1 —ag + - - + aan—1) — (aen — agn41) < San—1,
zato je zaporedje lihih delnih vsot padajoce. Poleg tega je
Sont1 = San + aany1 = San > S,

torej so lihe delne vsote omejene navzdol in zato je zaporedje (Son+1) kon-
verentno.
Ker je

lim SQN—i—l — lim SZN = lim(SQNH — S2N) = lim AoN+1 = 0,

imata zaporedji Soni1 in Sen isto limito. Zaporedje (Sy) je omejeno in
ima eno samo stekaliSce, torej je konvergentno. To pomeni, da tudi vrsta
konvergira. U

Primer 2.2.7. Vrsta

i(_12n1:1—%+%—m (2.9)

n=1

zadoSca pogojem zgornjega izreka, zato je konvergentna. Vrsta absolutnih
vrednosti njenih ¢lenov je harmoni¢na vrsta, ki je divergentna, zato vrsta
(2.9) konvergira pogojno.

Podobno velja za vse vrste

e —1)n—1
SV gep<n

npk
n=1
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Spomnimo se primerov 2.2.4 in 2.2.5 in povzemimo:
Trditev 2.2.7. Alternirajoc¢a vrsta

00 1 absolutno konvergentna za p > 1
Z (—1)"’1—]{J je pogojno konvergentna za 0<p<l1
n=1 n divergentna za p<0

Vrste so pravzaprav “neskonc¢ne vsote”, vendar vseh lastnosti “konénih
vsot” nimajo. Za kon¢ne vsote velja komutativnost — vrstni red ¢lenov na
vsoto ne vpliva, za neskoncne vrste pa v splosSnem komutativnost ne velja.

Primer 2.2.8. Naj bo

o0

S:Ejﬁ%¥i.

1 1 1 1
= —_ = - — — el >
s (1 2)+(3 4)+ >

zato je S # 0. Zapisimo ¢lene te vrste v drugaénem vrstnem redu:

g — (p Loy, (11 o1y
- 2 4 3 6 8

Ocitno je

Ce upostevamo

1 1 I 1 11 11
m—1 4n—2 4n (Qn—1_§'2n—1_§'%>
1
2

dobimo . L1 1 .
[ — R _ — = oo — —
S = 5 (1 5 + 371 + ) 25.

Ker je S #0, je S’ =5/2 # 5. Torej smo z zamenjavo vrstnega reda ¢lenov
dosegli, da se je vsota vrste spremenila. |
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To je mogoce samo, Ce je vrsta pogojno konvergentna (tako kot v nasem
primeru), saj velja:

Izrek 2.2.8. Poljubni absolutno konvergentni vrsti z istimi cleni, vendar v
drugacnem vrstnem redu, imata enako vsoto.

Dokaz izreka 2.2.8 najdemo v [8].
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Stvarno kazalo

aksiom
Dedekindov, 17

asimptota
navpicna, 79
poSevna, 92
vodoravna, 80

asociativnost, 8

bisekcija, 88
celi del, 4

de Morganov zakon, 2
diferen¢ni kvocient, 103
diferencial, 118

viSjega reda, 121
distributivnost, 8

enota, 8
imaginarna, 23

formula
Newton-Leibnizova, 163
Taylorjeva, 136
funkcija, 63
n-krat odvedljiva, 120
algebraicna, 91
area, 101
ciklometri¢na, 97
definicijsko obmocje, 63
denticna, 64
eksponentna, 93
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graf, 65
hiperboli¢na, 98
integrabilna, 155
inverzna, 66, 86
konkavna, 143
konstantna, 63
konveksna, 143
konvergentna, 78
korenska, 64
kotna, 94
liha, 72
limita, 76
logaritemska, 94
lokalni ekstrem, 123

potreben pogoj, 125

zadosten pogoj, 134, 135, 142
monotona, 69, 157
naraslajoca, 69
narascajoca, 132
odsekoma zvezna, 157
odvedljiva, 103

na intervalu, 108

z desne, 105

z leve, 105
omejena, 89
padajoca, 69, 132
potencna, 64
racionalna, 70, 91
sestavljena, 70
sinus, 94
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soda, 72

tangens, 95
transcendentna, 92
trigonometricna, 77, 94
zaloga vrednosti, 63
zvezna, 73, 156

infimum, 17
integracija po delih, 170
integral
binomski, 179
doloceni, 155
elipti¢éni, 178
posploseni, 184
interval, 10
neomejen, 11
izrek
adicijski, 93, 96, 99
binomski, 138
Cauchyjev, 129
Fermatov, 124
Lagrangeov, 128
o povprecni vrednosti, 160
o vmesnih vrednostih, 90
osnovni
integralskega racuna, 162

Rollov, 127

komponenta

imaginarna, 21

realna, 21
kompozitum, 6, 70, 85, 86
komutativen

obseg, 8
komutativnost, 8
koordinatni sistem, 9
kriterij

integralski, 188

primerjalni, 187
kriticna tocka, 123

lastnost kontinuuma, 17
limita

zaporedja, 35
limita funkcije, 76
logaritem, 51

meja
spodnja, 16
zgornja, 16
mnozica, 1
element, 1
komplement, 2
moc¢, 5
omejena, 16
operacije, 2
podmnozica, 2
prava, 2
prazna, 1
premi produkt, 2
razlika, 2
univerzalna, 2
mnozici
disjunktni, 2
modul, 24

nicla, 8
ntegral
nedoloceni, 151

obseg
urejen, 8

odvod, 103
ciklometri¢nih funkcij, 114
desni, 105
eksponentne funkcije, 112
hiperboli¢nih funkcij, 115
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inverzne funkcije, 111 injektivna, 4
visjega reda, 122 inverzna, 6
konstante, 108 konstantna, 4
kotnih funkcij, 113 povratno-enoli¢na, 4
kvocienta, 109 sestavljena, 6
levi, 105 surjektivna, 4
logaritma, 113 zaloga vrednosti, 3
potence, 110, 113 prevoj, 144
produkta, 109
sestavljene funkcije, 110 stacionarna tocka, 123
visjega reda, 121 supremum, 17
tabela elementarnih funkcij, 116  Stevila
visjega reda, 120 cela, 15
vsote, 108 decimalna, 12
okolica, 10 deljenje, 8
0S iracionalna, 16
imaginarna, 22 kompleksna, 21
realna, 22 koren, 29
polarni zapisa, 26
parabola, 65 koren, 21
pol funkcije, 79 mnozenje, 8
polinom, 70, 91 naravna, 13
stopnja, 70 negativna, 8
Taylorjev, 136, 137 odstevanje, 8
vodilni koeficient, 70 pozitivna, 8
popolna indukcija, 14 racionalna, 15
potenca, 19 razdalja, 9
pravilo realna, 7
L’Hf)pitEﬂOVO, 130 seStevanje, 8
trikotnisko, 9, 24 Stevilo
pren}ica argument, 26
Stevilska, 9 imaginarno, 23
presek, 2 konjugirano, 23
preslikava, 3 stevilo e, 50
bijektivna, 4
definicijsko obmocje, 3 tangenta, 105
graf, 7 Taylorjeva formula, 136

identicna, 4 Taylorjeva vrsta, 138



STVARNO KAZALO

binomske funkcije, 139
cosinusa, 141
eksponentne funkcije, 140
logaritemske funkcije, 140
sinusa, 141

ulomek, 15
unija, 2
upodobitev, 3

vrednost
absolutna, 9, 24
povprecna, 159
vrsta, 52
absolutno konvergentna, 59
alternirajoca, 60
binomska, 139
divergentna, 52
harmonicna, 54
konvergenca
potreben pogoj, 54
konvergentna, 52
kvocientni kriterij, 57
Leibnizov kriterij, 59
ostanek, 58
pogojno konvergentna, 59
primerjalni kriterij, 56
Taylorjeva, 138
vsota, 52
zaporedje delnih vsot, 52
vsota
integralska, 153

zakon
de Morganov, 2
odbojni, 126
tranzitivnosti, 9
trihotomije, 8
zaporedje, 31

aritmeticno, 32
divergentno, 35
eksplicitno, 31
geometrijsko, 32
infimum, 32
iterativno, 32
konvergentno, 35
limita, 35
monotono, 43
narasScajoce, 43

strogo, 43
omejeno, 32
padajoce, 43

strogo, 43
rekurzivno, 32
stekalisce, 33
supremum, 32
zaloga vrednosti, 32

zlepek, 74

225



