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Predgovor

Ta delo je nastalo na osnovi predavanj iz predmeta Matematika I, ki ze
vrsto let potekajo na smeri elektrotehnika na Fakulteti za elektrotrotehniko
in racunalnistvo Univerze v Ljubljani.

Matematika I je osnovni matemati¢ni predmet studija elektrotehnike in
je v marsicem podoben taksnim predmetom na drugih tehni¢nih, pa tudi
naravoslovnih studijih. Namen taksnih predmetov je predstaviti osnovne po-
jme matematicne analize, ki jih bodo Studenti nujno potrebovali pri svojem
nadaljnem studiju. Pojme kot so Stevila, zaporedja, zvezne in odvedljive
funkcije ter integral studenti vecinoma ze poznajo iz srednjesolske matem-
atike. Pri Matematiki I Zelimo te pojme po eni strani postaviti na trd-
nejSe matematicne temelje, po drugi strani pa razsiriti in poglobiti njihovo
razumevanje.

Glavni namen te knjige je pomagati studentom pri pripravah na izpite iz
matemati¢nih predmetov. Upamo, da jim bo knjiga sluzila tudi ko bodo, ze
po opravljenem izpitu, morali svoje znanje uporabiti pri reSevanju razlicnih
problemov.

Eno osrednjih vprasanj, ki se zastavlja uciteljem osnovnih matemati¢nih
predmetov je, s koliksno matematicno natancnostjo bodo posamezne po-
jme predstavili, koliko njihovih lastnosti bodo natanéno dokazali in koliko
le navedli, ali celo izpustili. Elektrotehnikom in nasploh tehnikom je matem-
atika predvsem orodje, sami matemati¢ni pojmi so jim manj zanimivi. Zato
se v same temelje matematicne analize (na primer v natanéno konstrukcijo
mnozice realnih stevil) tu nismo spustili, pa tudi nekatere dokaze, ki so za
tehnike morda prevec¢ zahtevni, smo izpustili. Bralec, ki bo pogresal kaksen
tak dokaz ali bolj temeljito definicijo, si lahko pomaga z bolj poglobljenimi
matemati¢nimi ucbeniki, na primer [8] in [6] ali celo vrsto tujih knjig. Seveda
pa povrsnost pri pouku matematike Se zdale¢ ni sprejemljiva, in lahko hitro
pripelje do napacnih predstav in nato do napac¢ne uporabe pojmov in metod.
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Upamo, da smo se preveliki povrsnosti v tej knjigi izognili. V drobnem tisku
smo omenili nekatere pojme in izpeljali nekaj dokazov, ki jih vec¢ina studentov
kasneje ne bo ve¢ potrebovala, so pa dovolj preprosti, zanimivi in koristni,
da bodo bolj temeljitim bralcem vsec.

Matematike se ne moremo nauciti brez samostojnega resevanja nalog.
Poleg resenih primerov, ki so vklju¢eni v tem uc¢beniku, bodo bralci za boljse
razumevanje nujno potrebovali Se kaksno zbirko nalog, na primer Juréi¢c B.,
Zbirka nalog iz Matematike I, ali pa katerokoli drugo iz cele vrste odli¢nih
tujih in domacih zbirk, ki pokrivajo obravnavana poglavja.

Ucbenik Matematika I je tretji v vrsti matemati¢nih ucbenikov, ki so izsli
pri zalozbi FER. Tudi zanj velja, da je nastal s skupnimi mo¢mi in prispevki
vseh, ki sodelujemo pri pouku matematike na tej fakulteti in se vsem za
njihovo pomoc¢ zahvaljujemo. Posebej smo dolzni zahvalo recenzentu doc.
dr. Izidorju Hafnerju za njegove stevilne predloge in nasvete, ter asistentoma
Darju Feldi in Gregorju Dolinarju, ki sta delo natan¢no in skrbno prebrala in
popravila veliko napak in nerodnosti. Za vse napake, ki so Se ostale, pa smo
odgovorni avtorji. Za likovno opremo knjige se zahvaljujemo Milojki Zalik
Huzjan, za potrpezljivost pa uredniku Zalozbe FER mag. Petru Segi.

Gabrijel Tomgsic
Bojan Orel
NezZa Mramor Kosta

Ljubljana, december 1995



Poglavje 1

Mnozice in stevila

1.1 Osnovni pojmi o mnozicah

1.1.1 Mnozice

MnoZica je zbirka objektov, ki jih imenujemo elementi mnozice. Ce x pripada
mnozici A pravimo, da je x element mnozice A, kar napiSemo = € A. Za
objekt y, ki ne pripada mnozici A pravimo, da ni element mnozice A, kar
napisemo y ¢ A.

Mnozico lahko opredelimo tako, da nastejemo vse njene elemente, na
primer:

A={1,2,V2,5 7},

ali pa s pomocjo pravila, ki natanko doloca elemente, ki ji pripadajo, na
primer:
B = {z; z je realno stevilo, z > 0}.

Med mnozicami ima posebno mesto tista mnozica, ki nima nobenega el-
ementa. Pravimo ji prazna mnoZica in jo zapiSemo s simbolom (). Tako je

{z; 0.2 =1} =10.

Mnozici A in B sta enaki natanko takrat, kadar imata iste elemente, kar
zapiSemo A = B. Na primer, mnozica vseh realnih stevil je enaka mnozici

A = {x; x je realno §tevilo, 0-x = 0}.

1



2 POGLAVJE 1. MNOZICE IN STEVILA

Kadar za dve mnozici A in B velja, da je vsak element mnozice A tudi
element mnozice B pravimo, da je A podmmnoZica mnozice B, kar zapiSemo
A C B. Za vsako mnozico A veljata relaciji A C Ain () C A.

Kadar je A = B, veljata relaciji A C Bin B C A. Ceje A C B
in A # B pravimo, da je mnozica A prava podmnozica mnozice B in to
zapisemo A C B.

7 mnozicami lahko tudi racunamo. NasStejmo osnovne operacije nad
mnozicami, ki jih bomo uporabljali v nadaljevanju:

Unija AU B je mnozica, ki vsebuje vse elemente, ki so v mnozici A ali
v mnozici B
AUB ={z; v € Aaliz € B}.

Presek AN B je mnozica, ki vsebuje vse elemente, ki so v obeh mnozi-
cah, v Ain v B.

ANB={x; v € Ain x € B}.
Ce je AN B = (), pravimo, da sta mnozici A in B disjunktni.

Razlika A\ B dveh mnozic je mnozica, ki vsebuje vse elemente mnozice
A, ki niso elementi mnozice B.

A\B={z; x € Ainx ¢ B}.

Razliki A\ B pravimo tudi komplement mnozice B glede na mnozico

A.

O komplementu A govorimo takrat, kadar so vse mnozice, ki nas zani-
majo, podmnozice neke vnaprej dolocene univerzalne mnoZice U. Kom-
plement A je v tem primeru razlika U \ A.

Premi (kartezicni) produkt A x B je mnozica, katere elementi so urejeni
pari (x,y), kjer je prvi element v paru iz mnozice A, drugi pa iz mnozice
B

Ax B={(x,y):x € Ainy € B}.

Primer 1.1.1. Dokazimo de Morganova zakona' :

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

! Augustus de Morgan (1806-1871), angleski matematik. Ukvarjal se je predvsem z
matematic¢no logiko.
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AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
Za poljuben objekt a velja

ac AN(BUC) <= a€Ainaec BUC
< a€Ain(a€Baliael)
< (a€eAnaeB)ali(ac€AinacC)
< ac€ANBaliac ANC
< ac(ANB)U(ANC).

Dokaz druge enakosti je podoben in ga prepuscamo bralcu. ]

Pri matematiki pogosto srec¢ujemo mnozice, katerih elementi so Stevila.
V glavnem bomo srecevali naslednje stevilske mnozice in njihove oznake:

Naravna Stevila N
Cela stevila Z
Racionalna stevila Q
Realna stevila R
Kompleksna stevila  C.

1.1.2 Preslikave

Dani naj bosta mnozici A in B.

Definicija 1.1.1. Preslikava mnozice A v mnozico B ali upodobitev mnozice
A v mnozici B je pravilo, ki vsakemu elementu a € A priredi tocno dolocen
element v mnozici B. Preslikave obi¢ajno oznac¢ujemo z malimi latinskimi ali
grskimi ¢rkami, npr.:

f:A— B.

Element mnozice B, ki ga preslikava f priredi elementu a € A, je slika ele-
menta a in ga zapisemo kot f(a). Mnozico A imenujemo definicijsko obmocje
preslikave f, mnozico

f(A)={f(a),ac A} C B
pa njeno zaloga vrednosti.

Primer 1.1.2. Navedimo nekaj preslikav:
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1. Preslikavi f : A — B, ki vsem elementom a € A priredi isti element
b € B pravimo konstantna preslikava. Zaloga vrednosti konstantne
preslikave je tocka {b} C B.

2. Preslikava f : N — N, ki vsakemu naravnemu stevilu n priredi stevilo
f(n) = 2n, ima za zalogo vrednosti vsa soda naravna stevila.

3. Pogosto bomo imeli opravka s preslikavo f : R — Z, ki stevilu a priredi
najvecje celo stevilo, ki ni vecje od a. Sliki f(a) pravimo celi del stevila

a in jo obi¢ajno oznacujemo z f(a) = |a]. u
A f B
RN

Slika 1.1: Preslikava mnozice A v mnozico B

Ce se zgodi, da je A = B, je f(a) € A. Mnozico A smo tako upodobili
vase. Med upodobitvami mnozice A vase zasluzi posebno mesto identicna
upodobitev id : A — A, ki vsak element mnozice A preslika nase: id(a) = a.

Preslikava f : A — B je injektivna, Ce sta sliki razliénih elementov vedno
razli¢na elementa

a7 b= fla) # f(b).

Za injektivne preslikave velja, da je vsak b € B slika najve¢ enega elementa
a € A. Preslikava f : A — B je surjektivna, kadar je njena zaloga vrednosti
enaka celi mnozici B, torej f(A) = B. Za surjektivne preslikave velja, da je
vsak element mnozice B slika vsaj enega elementa iz mnozice A.

Naj bo upodobitev f : A — B surjektivna in injektivna. V tem primeru
je vsak element iz mnozice B slika natancno enega elementa iz mnozice A.
Tako upodobitev imenujemo bijektivna ali povratno-enolicna preslikava.

Primer 1.1.3. Navedimo nekaj zgledov:
1. Prva preslikava iz primera 1.1.2, f : N — N, f(n) = 2n, je ocitno

injektivna, saj je za ny # ny tudi 2ny # 2ny. Vendar pa ni surjektivna,
ker liha Stevila niso v zalogi vrednosti.
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Preslikava f : R — R, ki je dana z istim predpisom, in ima za definici-
jsko obmocje vsa realna stevila, je tako injektivna kot surjektivna, torej
bijektivna.

2. Druga preslikava iz primera 1.1.2, f : R — Z, f(a) = |a] je surjek-
tivna, injektivna pa ne, saj je na primer

3. Preslikava f : Z — Z, dana s predpisom f(z) = —z je injektivna in
surjektivna, torej bijektivna. [ ]

Ce sta A in B mnozici s konéno mnogo elementi in f : A — B bijektivna
preslikava med njima, pripada vsakemu elementu iz A natanko en element iz
B in vsak element iz B je slika natanko enega elementa iz A, torej imeta obe
mnozici isto stevilo elementov. Stevilu elementov konéne mnozice pravimo
mo¢ mnozice. Mnozici A in B imata torej v tem primeru isto moc¢. Moc
neskon¢nih mnozic je teze definirati, vendar tudi v tem primeru velja, da
imata dve mnozici isto mo¢ (torej, ohlapno receno, isto stevilo elementov),
¢e obstaja bijektivna preslikava med njima.

Primer 1.1.4. Moc¢ neskon¢ne mnozice je vCasih v nasprotju z intuitivno
predstavo o stevilu elementov, ki smo se je navadili pri kon¢nih mnozicah:

1. Preslikava f : N — {2n,n € N} je bijektivna preslikava. Mnozica
naravnih Stevil ima torej isto moc¢ kot mnozica sodih naravnih Stevil.

2. Mnozici
A={zeR; 0<z<1} in B={zreR; 0<z<10}.

predstavljata daljici na Stevilski premici — prva ima dolzino 1, druga
pa dolzino 10. Preslikava f : A — B, dana s predpisom f(x) = 10z,
je ocitno bijektivna preslikava, torej sta obe daljici (razlicnih dolzin)
mnozici z isto moc¢jo. Nasploh lahko pois¢mo bijektivno preslikavo med
poljubnima daljicama, torej so vse daljice mnozice z isto mocjo.

3. Preslikava f : (—7/2,7/2) — R, dana s predpisom f(z) = tgz, je
bijektivna preslikava. Cela mnozica R ima torej isto mo¢ kot jo imajo
intervali. ]
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A f 9 C
m
- -
O f

Slika 1.2: Sestavljena upodobitev

Naj bo f upodobitev mnozice A v mnozico B in g upodobitev mnozice
B v mnozico C'. Tako lahko vsak a € A preslikamo najprej v f(a) € B, tega
pa v element g(f(a)) € C. Enak ucinek lahko dosezemo tudi z eno samo
preslikavo, ki a € A preslika v g(f(a)) € C (glej sliko 1.2). Taki upodobitvi
pravimo sestavljena preslikava ali kompozitum in jo oznac¢imo s simbolom

go [f. Tako je (go f)(a) = g(f(a)).

Primer 1.1.5. Navedimo dva zgleda za kompozitum:

1. Naj bo f : N — N preslikava iz primera 1.1.2, tj. f(n) = 2n. Potem je
(f o f)(n) =4n.

2. Naj bo f: R — R dana s predpisom f(z) =2z in g : R — R dana s
predpisom f(z) = 2. Potem sta preslikavi fog: R — Rin go f :
R — R doloceni z

(fog)(w) =2(*) =22 in (gof)(x) = (20)? = 4a”.

Ce je preslikava f : A — B injektivna, je vsak element b € f(A) slika
natanko enega elementa a € A. Torej obstaja predpis, ki vsakemu elementu
b € f(A) priredi natanko dolocen a € A — tisti a, za katerega je f(a) = b.
Preslikavi iz f(A) C B v A, ki smo jo s tem definirali, pravimo preslikavi f
inverzna preslikava in jo zapisemo kot f~!: f(A) — A. Definicijsko obmocje
preslikave f~! je zaloga vrednosti f(A) preslikave f, njena zaloga vrednosti
je definicijsko obmoéje A preslikave f. Ce je f tudi surjektivna preslikava,
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je definicijsko obmo¢je preslikave f~! cela mnozica B. Inverzno preslikavo
lahko opisemo tudi takole:

Izrek 1.1.1. Preslikava g : f(A) — A je preslikavi f inverzna, ¢e velja:
gof=id:A—= A in fog=id: f(A) — f(A)

Primer 1.1.6. Preslikava f : R — R, f(x) = 2z, je injektivna, njena inverzna
preslikava f~' : R — R pa je dana s predpisom f~'(z) = ix.

Tudi preslikava g : Z — Z, dana s predpisom ¢(z) = —z, ima inverzno
preslikavo ¢g7' : Z — Z, ki je dana s predpisom ¢~!(z) = —z. V tem primeru
je torej g1 = g. n

Pogosto bomo imeli opravka z grafi preslikav.

Definicija 1.1.2. Graf preslikave f : A — B je podmnozica kartezicnega
produkta
I'(f) ={(a, f(a));a € A} C Ax B.

Primer 1.1.7. Ceje f:R — R, je njen graf
{(z, f(7)); z € R} CR x R =R

Kartezi¢ni produkt R? si lahko predstavljamo kot mnoZico toc¢k v ravnini,
v kateri smo izbrali pravokotni koordinatni sistem, graf I'(f) pa je, ce je
funkcija f dovolj lepa, krivulja v R2.

Na primer, graf preslikave f : R — R, f(x) = 2z je premica skozi
izhodisce. ]

1.2 Realna stevila

1.2.1 Opisi mnozice realnih Stevil

Realna stevila si lahko predstavljamo vsaj na tri nacine: kot abstraktne ele-
mente neke mnozice, v kateri so definirane dolo¢ene operacija (algebrajsko),
kot tocke na Stevilski premici (geometrijsko) in kot neskon¢éna decimalna
Stevila.
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Algebrajski opis realnih stevil

Mnozica realnih stevil R je komutativen obseg. To pomeni, da sta v R defini-
rani dve binarni operaciji: sestevanje in mnozZenje, ki imata naslednje last-
nosti. Obe sta komutativni

a+b=b+a in a-b=0b-a,
in asociativng
(a+b)+c=a+(b+c) in (a-b)-c=a-(b-c),
mnozenje pa je distributivno glede na seStevanje:
a-(b+c)=a-b+a-c

Dve realni stevili imata posebno vlogo: stevilo 0 je nevtralni element za
sestevange (ali nicla), torej je a + 0 = a za vsak a € R, stevilo 1 pa je
nevtralni element za mnoZenje (ali enota), za katero je a - 1 = a za vsak
a € R. Vsako realno stevilo ima svoje nasprotno stevilo —a, za katero velja
a+(—a) =0, ¢e je a # 0 ima tudi svoje inverzno Stevilo a™!, za katero velja
a-at=1.

Vsoto a + (—b) = a — b imenujemo razlika $tevil a in b, produkt a - b1,
kjer je b # 0 pa kvocient stevil a in b. Tako smo pridobili Se dve novi operaciji
— odstevanje in deljenje.

Obseg R je urejen. Do ureditve realnih stevil pridemo tako, da razdelimo
realna stevila na tri podmnozice — pozitivna stevila, negativna Sstevila in
Stevilo 0, tako da velja: za vsako Stevilo a # 0 je natanko eno od Stevil
a in —a pozitivno, mnozica pozitivnih Stevil pa je zaprta za seStevanje in
mnozenje, tj. ¢e sta a in b pozitivni Stevili, sta a + b in a - b pozitivni Stevili.

S pomocjo te delitve realna stevila uredimo, tako da definiramo relacijo
mangsi: Stevilo a je manjSe od stevila b, kar zapiSemo a < b ali pa b > a,
natanko takrat, kadar je b — a pozitivno Stevilo.

Relacija < ima nekaj lastnosti, ki jih pogosto uporabljamo pri rac¢unanju
z neenacbami:

Izrek 1.2.1.

1. Zakon trihotomije: Za vsak par realnih stevil a,b velja natanko ena od
treh mozZnosti: a = b, a < b ali pa a > b.
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2. Zakon tranzitivnosti: ce jea < b in b <c, je a < c.

w

. Cejea<b, jea+c<b+c, kjer je ¢ poljubno realno stevilo.
4. Cejea<binc>0,jea-c<b-c.
5. Ce sta a in b pozitivni Stevili in je a < b, je a™* > b~',

Pozor! Cetrta lastnost pravi, da lahko neenacho mnozimo s pozitivnim
stevilom. Ce neenacbo mnozimo z negativnim stevilom se neenacaj obrne:
cejea<bin c <0, je ac > be.

Vsaki mnozici, ki ima vse doslej nastete lastnosti, pravimo urejen komu-
tativen obseg.

Pogosto uporabljamo tudi relacijo manjsi ali enak: Stevilo a je manjse ali
enako stevilu b, kar zapisemo a < b oziroma b > a, ¢e je a < b ali pa a = b.

Absolutna vrednost je preslikava iz R v mnozico nenegativnih realnih
stevil, ki je dolocena s predpisom:

a ceje a>0
jaf = —a Cej
je a<0.

Zapisimo nekaj lastnosti absolutne vrednosti:
lla] = 1b]| < la+b] < |a] + [b], (1.1)

|ab] = |a| - |0]. (1.2)

Neenakostima (1.1) pravimo trikotniski pravili. Vse tri zveze bomo doka-
zali v §irSem okviru v poglavju o kompleksnih stevilih. S pomocjo absolutne
vrednosti lahko merimo razdalje med realnimi stevili: razdalja med Steviloma
a in b je enaka |a — b).

Stevilska premica

Geometrijsko lahko realna stevila predstavimo kot tocke na stevilski premict,
kjer smo izbrali izhodisce, tj. tocko, ki predstavlja stevilo 0, in (obi¢ajno
desno od nje) tocko, ki predstavlja stevilo 1. S tem smo doloéili koordinatni
sistem na Stevilski premici in enoto za merjenje dolzine. Vsakemu Stevilu
a € R pripada natanko doloc¢ena tocka na Stevilski premici: ¢e je a pozitivno
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C,1) D(L1,1)

A(0,0) B(1.0) V2

Slika 1.3: Stevilo, katerega kvadrat je enak 2, na Stevilski premici

stevilo, mu pripada tocka desno od 0, ki je od 0 oddaljena za |al, ¢e je a
negativno, pa je ustrezna tocka na levi, za |a| oddaljena od 0.

Konstrukcija stevila v/2 na realni osi je prikazana na sliki 1.3.

Na stevilski premici se nazorno pokazejo nekatere relacije med stevili. Na
primer, Stevilo —a je simetricno Stevilu a glede na izhodisce 0. Relacija b < a
se odraza tako, da je b levo od a (slika 1.4). Vsoto stevil a in b dobimo tako,
da stevilo a premaknemo po Stevilski premici v smeri in za dolzino, ki ju
doloca b, tako kot kaze slika 1.5.

Mnozico vseh stevil na daljici med dvema danima Steviloma a < b, imenu-
jemo omejen interval. Interval je odprt, zaprt ali polodprt, glede na to, ali
vsebuje svoja krajisca ali ne:

(a,b) = {r:a<x<b}  odprt interval
[a,b) = {x:a<x<b}  zaprt interval
la,b) = {z:a<x<b}  polodprt interval

S

(a,b) = {z:a<x<b}  polodprt interval

Absolutna vrednost razlike |a — b| je enaka dolzini intervala, (a,b), to je
razdalja med Steviloma a in b na Stevilski premici.
Naj bo € majhno pozitivno stevilo. Mnozica

{z; v —a] < ¢}

vsebuje natanko tista Stevila x, ki so od Stevila a oddaljena za manj kot ¢.
Pravimo ji e-okolica stevila a in jo lahko zapiSemo tudi kot odprt interval
dolzine 2¢ s srediséem v tocki a, torej (a —e,a + ¢) (slika 1.6).
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—a 0 b a

Slika 1.4: Relacije med Stevili na stevilski premici

b 0

Slika 1.5: Sestevanje na Stevilski premici

| & |
= T 1

a—¢€ a a—+e

Slika 1.6: e-okolica stevila a

Poznamo tudi neomejene intervale, to so poltraki na stevilski premici ali
pa cela stevilska premica:

(a,00) = {x:a<zxz}  odprt navzgor neomejen interval

l[a,00) = {x:a <z}  zaprt navzgor neomejen interval
(—00,a) = {x:x<a}  odprt navzdol neomejen interval
(—o0,a] = {x:x<a}  zaprt navzdol neomejen interval
(—o00,00) = R Vsa realna stevila

Pozor! Simbola oo ali —oco v zapisu neomejenih intervalov ne predstavl-
jata realnih Stevil, temvec sta le znaka, ki nam povesta, da interval v tisto
smer ni omejen.

Primer 1.2.1. Katera realna Stevila doloc¢a neenacba

l<|z4+1/<27? (1.3)
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Slika 1.7: Resitve neenacbe 1 < |z + 1| <2

Ce je z + 1 > 0, neenacbo lahko prepisemo kar brez absolutne vrednosti
l<z+4+1<2,

torej mora biti 0 < x < 1.
Ce pa je z + 1 < 0, moramo izrazu pod absolutno vrednostjo spremeniti
predznak
I<—(z+1) <2,

torej je —3 < x < —2.
Neenacba (1.3) torej dolo¢a unijo intervalov [—3, —2) U (0, 1]. u

Decimalna stevila

Kadar racunamo, zapiSemo realna Stevila obicajno v obliki decimalnih stevil. Decimalni
zapis pozitivnega realnega Stevila a izgleda takole:

a = n.d1d2d3 ey

kjer je n celo stevilo in dy,ds,... € {0,1,2,...9}. Pozitivnemu realnemu stevilu a prired-
imo decimalno Stevilo takole: celi del n = |a] je najvecje celo stevilo, ki ni veéje od a in
ga dolo¢imo tako, da poltrak [0, c0) razdelimo na polodprte intervale dolzine 1, [n,n + 1),
n € Z, in pois¢emo tistega, ki vsebuje a. Interval [n,n + 1) potem razdelimo na polodprte
intervale dolzine & in dolo¢imo prvo decimalko d; tako, da je a € [n + il—(l),n + dtly,

10 10
Ostale decimalke dolo¢imo podobno. Negativnemu Stevilu a pripredimo decimalni zapis
tako, da ga zapisemo v obliki a = —|a| = —n.dy1dads . . ., Stevilo 0 pa ima decimalni zapis
0.000.. ..

Opisani postopek ni edini mozen in lahko se zgodi, da dve razli¢ni decimalni Stevili
predstavljata isto realno stevilo. Na primer: ¢tevilo 0.999. .. lahko zapisemo kot geometri-

jsko wrsto

9 9 9
0.999...—1—0+1—00+m+...,

katere vsota je enaka
9 1 9

0I-1/10 9 !

)
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zato je
0.99999...=1.00000... .

Realna stevila, zapisana v decimalni obliki je lahko primerjati po velikosti. Ne samo,
da takoj vidimo, katero od dveh Stevil je vecje, vidimo tudi, za koliko vecje je. Velja
namrec:

Ce se decimalni stevili @ in b ujemata v celem delu in v prvih m decimalkah, je
la —b] < 107™.
Na primer, ¢e Stevili
17 . 45
Lo =
20 53

zapiSemo v decimalni obliki

17 45
~0 085000 in =2 = 0.84905 ...
20 53

je ocitno da je prvo veéje in to za manj kot 10~ (celo za manj kot 1073).

Pri ra¢unanju uporabljamo (razen, ¢e racunamo z ulomki) le konéna decimalna Stevila,
ki jih dobimo tako, da neskonéne decimalke zaokroZimo na doloc¢eno stevilo decimalnih
mest.

Realna stevila smo zapisali v najbolj obi¢ajni obliki - v desetiskem Stevilskem sistemu.
Prav tako bi lahko uporabili kaksno drugo osnovo, na primer 2, 8, 16,....

1.2.2 Stevilske podmnozice realnih stevil
Naravna Stevila

Naj bo 1 € R enota za mnozenje. Vsote
1+1=2,1+1+1=3,...
imenujmo naravna Stevila. Mnozica naravnih stevil
N=1{1,2,3,4,...}

je tesno povezana s Stetjem. OCcitno je zaprta za seStevanje in mnozenje
(vsota in produkt dveh naravnih Stevil sta spet naravni stevili).
Tako kot R, je tudi mnozica N urejena z relacijo <. Vsako naravno stevilo
n ima glede na relacijo < v mnozici N svojega neposrednega naslednika —
stevilo n 4+ 1. V mnozici R o neposrednem nasledniku ne moremo govoriti.
Mnozica N ima Se eno kljucno lastnost, ki jo razlikuje od ostalih osnovnih
Stevilskih mnozic, pravimo pa ji
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Princip popolne indukcije: Vsaka podmnoZica naravnih stevil, ki vse-
buje stevilo 1 in je v njej hkrati s stevilom n tudi njegov naslednik n + 1,
vsebuje vsa naravna Stevila.?

Princip popolne indukcije pogosto uporabljamo za dokazovanje trditev in
izrekov. Vsak tak dokaz poteka v dveh fazah:

1. Najprej dokazemo, da trditev velja za naravno Stevilo 1.

2. Nato dokazemo, da iz veljavnosti trditve za naravno stevilo n (induk-
cijska predpostavka) lahko sklepamo, da trditev velja tudi za naslednje
naravno Stevilo n + 1.

Primer 1.2.2. Dokazimo, da enacba

1
1+2+---+n:@ (1.4)

velja za vsa naravna Stevila n.
1. Za n =1 je veljavnost trditve oc¢itna.

2. Predpostavimo, da enacba velja za neko naravno Stevilo k.

Oznac¢imo Sy = 142+ - -4k in izracunajmo Sy,1. Zaradi indukcijske
predpostavke velja

k(k+1)

Spr1=14+2+ - +k+(k+1)=S,+(k+1)= +(k+1).

Desno stran te enakosti spravimo na skupen imenovalec, pa ze imamo

(k +1)(k +2)

Sk:—}—l == 2 )

kar pomeni, da enacba (1.4) velja tudi za k + 1.

Enacba (1.4) torej velja za vsa naravna Stevila. n

2Princip popolne indukcije lahko uporabimo tudi za mnozice, ki jih lahko bijektivno
preslikamo na N, na primer {z € Z; x > a}
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Primer 1.2.3. Dokazimo, da so vsa Stevila oblike
f(n)=10"+3-4""7+5 ne{0}UN
deljiva z 9.
1. f(0)=1+4+3-42+5=54=9-6.

2. Predpostavimo, da je stevilo f(k) = 10¥ + 3 -4%*2 4+ 5 za neko naravno
stevilo k deljivo z 9. Potem je

flk+1) = f(k) = 10" +3.4"3 15 10" —3.4"2 5
= 9(10° +4"+2),

kar pomeni, da je razlika f(k+1)— f(k) deljiva z 9, zaradi predpostavke
pa mora biti tudi f(k + 1) deljivo z 9. ]

Cela stevila

Mnozico celih stevil dobimo tako, da naravnim stevilom dodamo vsa njihova
nasprotna Stevila in Stevilo 0:

Z=1{.,-3-2-1,0123,.. .}

Mnozica celih stevil je zaprta za seStevanje in mnozenje, pa tudi za odStevanje
(kar za mnozico N ne velja). Vsaki mnozici, v kateri so definirane operacije
seStevanje, mnozenje in odstevanje, z vsemi nastetimi lastnosti, pravimo kolo-
bar.

Racionalna stevila

Ce mnozici Z dodamo Se vse kvociente a-b~!, kjer sta a € Z in b € N, dobimo
mnozico racionalnih Stevil Q. Vsako racionalno Stevilo lahko predstavimo
kot ulomek m/n, kjer je stevec m celo, imenovalec n pa naravno stevilo.
Dva razli¢na ulomka m/n in p/q predstavljata isto racionalno stevilo, ¢e je
mq = np. Ulomek p/q je okrajsan, Ce sta p in q tuji si stevili.

Mnozica Q je zaprta za seStevanje, mnozenje in odstevanje, torej je kolo-
bar. Poleg tega je zaprta tudi za deljenje z nenicelnim Stevilom, torej je,
podobno kot R, obseg. Za rac¢unanje v Q uporabljamo dobro znana pravila
za racunanje z ulomki.
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Znano je, da obstajajo realna stevila, ki niso racionalna (to so vedeli
ze starogrski matematiki). Pravimo jim iracionalna stevila. Primer takega
Stevila je v/2, tj. dolzina diagonale kvadrata s stranico 1. Omenimo le, da
je iracionalnih $tevil zelo veliko — celo mnogo ve¢ kot racionalnih (za dokaz
glej [6, str.117]).

Trditev 1.2.2. Stevilo v/2 ni racionalno.

Dokaz: Ce bi bilo v/2 racionalno stevilo, bi ga lahko zapisali kot
V2 = T, m,n € 7,
n
kjer stevili m in n nimata skupnih deliteljev. Potem je
m? = 2n?,

torej je m? sodo Stevilo. Potem je tudi m sodo (saj imata m in m? iste
prafaktorje), torej m = 2k in

4k* = 2n?.

Od tod sledi n? = 2k?, torej je n sodo stevilo, to pa je v nasprotju s pred-
postavko, da m in n nimata skupnih deliteljev. Tako smo na podlagi pred-
postavke, da je v/2 racionalno stevilo, zagli v protislovje, predpostavka da je
v/2 racionalno stevilo je bila napacna. [ ]

Sklep, ki smo ga opisali, imenujemo dokaz s protislovjem. Tak nacin
dokazovanja v matematiki pogosto uporabljamo.

1.2.3 Omejene podmnozice realnih stevil

Definicija 1.2.1. Mnozica A C R je navzgor omejena, e obstaja tako realno
stevilo M, da za vsak a € A velja a < M. Stevilo M imenujemo zgornja
meja mnozice A.

Mnozica A je navzdol omejena, ¢e obstaja tako stevilo m, da za vsak
element a € A velja a > m. Stevilo m je spodnja meja mnozice A.

Mnozica A je omejena, Ce obstaja tako stevilo M, da je |a| < M za vsak
a € A, tj. ¢e je navzgor in navzdol omejena.
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Primer 1.2.4. Interval (a,00) je navzdol omejena mnozica s spodnjo mejo
a, navzgor pa ni omejena. Interval (—oo,b| je navzgor omejena mnozica z
zgornjo mejo b, navzdol pa ni omejena. Nazadnje, interval [a,b] je primer
omejene mnozice. [

Navzgor omejena mnozica Se zdaleC nima ene same zgornje meje — ce je
M njena zgornja meja in N > M, je ocitno tudi N njena zgornja meja.
Podobno velja tudi za spodnjo mejo.

Definicija 1.2.2. Naj bo A C R navzgor omejena in B C R navzdol
omejena neprazna mnozica. Stevilo M je natancna zgornja meja ali supre-
mum mnozice A, ¢e je najmanjSa med vsemi njenimi zgornjimi mejami, kar
zapiSemo M = sup A. Podobno je m natancéna spodnja meja ali infimum
mnozice B najvecja med vsemi njenimi spodnjimi mejami, kar zapisemo kot
m = inf B.

Ce od stevila M = sup A odstejemo Se tako majhen ¢, dobljena razlika
M — € ni ve¢ zgornja meja mnozice A. Zato lahko natancno zgornjo (in
podobno tudi natan¢no spodnjo) mejo mnozice opisemo tudi takole:

Trditev 1.2.3. M = sup A natanko takrat, kadar je a < M za vsak a € A
in za vsak € > 0 obstaja tak element a € A, da jea > M —¢.

Podobno je m = int B, ¢e je m < b za vsak b € B in za vsak € > 0 obstaja
tak element b € B, da je m + ¢ > b.

Za intervale velja:
sup(a,b) =b in inf(a,b) = a,
pa tudi
supla,b] =b in infla,b] = a.

Za splosne navzgor omejene podmnozice realnih Stevil pa Se zdale¢ ni
tako oc¢itno, da imajo tudi natan¢no zgornjo mejo. Ena od kljucnih lastnosti
realnih Stevil je:

1.2.4. Dedekindov?® aksiom ali lastnost kontinuuma. Vsaka nepra-
zZna navzgor omejena mnozica realnih stevil ima natancno zgornjo mejo. Po-
dobno ima vsaka neprazna navzdol omejena podmnozica R natancéno spodnjo
mejo.

3Julius Richard Wilhelm Dedekind (1831-1916), nemski matematik. Ukvarjal se je z
algebro in s teorijo stevil.
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Lastnost kontinuuma je tista klju¢na lastnost, ki lo¢i obseg realnih Stevil od obsega
racionalnih Stevil. Mnozica racionalnih stevil Q, ki je prav tako kot R urejen obseg, te
lastnosti nima. Na primer, mnozica

A={zeQa®<2}

je neprazna in navzgor omejena, vendar v obsegu Q nima natancne zgornje meje. Njena
natancna zgornja meja v obsegu R seveda obstaja in je enaka v/2, to pa, kot smo se
prepricali, ni racionalno Stevilo.

Kar nekaj pomembnih lastnosti realnih stevil, ki jih pri ra¢unanju in sklepanju pogosto
uporabljamo, temelji na lastnosti kontinuuma. Na primer:

Izrek 1.2.5. [Arhimedova lastnost] Ce sta x in y poljubni realni stevili in jey > 0, obstaja
tak n € N, da je z < ny.

Dokaz. Recimo, da je x > ny za vsak n € N. To pomeni, da je x zgornja meja mnozice
A ={ny; n € N}.

Ker je to omejena mnozica, mora imeti svojo najmanjso zgornjo mejo M = sup A, torej
Stevilo M — y ni veC zgornja meja mnozice A, saj je y > 0. To pomeni, da obstaja tak
n € N, da je ny > M —y. Vendar pa je potem (n+ 1)y > M. Ker je (n+ 1)y € A, je to
v nasprotju s predpostavko, da je M natanéna zgornja meja mnozice A. ([

Ce v zgornjem izreku vzamemo y = 1, sledi, da je mnozica N navzgor neomejena. Ce
pa v izreku vzamemo x = 1, pa sledi, da za vsako pozitivno Stevilo y obstaja tak n, da je
ulomek 1/n manjsi od y. Drugace povedano, v poljubno majhni okolici (y-okolici) stevila
0 je vsaj eno racionalno stevilo 1/n.

Arhimedova lastnost ima Se eno posledico, ki pa je pomembna Cisto s prakti¢nega
stalisca:

Trditev 1.2.6. Vsako realno stevilo a ima v vsaki svoji e-okolict vsaj eno racionalno stevilo
p/q. Drugace povedano, vsako realno Stevilo lahko poljubno natancno aproksimiramo z
racionalnim stevilom. Pravimo tudi, da so racionalna Stevila povsod gosta v mnoZici realnih
Stewil.

Dokaz. Za stevilo a = 0 smo trditev dokazali Ze zgoraj. Recimo, da je a > 0. Potem
obstaja tak ¢ € N, da je ¢ > 1/¢. Po drugi strani, ker je mnozica N neomejena, obstaja
tak p € N, da je p— 1 < qa in p > qa, torej je

—1
p—§a<]_j
q q
in
—1 1
Nt A
q q q q
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Ce pa je a < 0, lahko najdemo racionalno stevilo p/q v e-okolici stevila —a, torej je —p/q
v e-okolici stevila a. O

Dobro se je zavedati pomena te zadnje trditve. Pri racunanju namre¢ uporabljamo
izkljuéno racionalna §tevila — iracionalna Stevila so za nas zgolj idealni objekti, za katere
vemo, da obstajajo, vendar njihove natanéne vrednosti ne moremo dosec¢i. Vendar se jim

lahko, zaradi Arhimedove lastnosti realnih $tevil, poljubno natan¢no priblizamo.

1.2.4 Potence in koreni

Naj bo a realno stevilo. Spomnimo se definicije potence a™, n € N:

n

Ce je a # 0 lahko definiramo tudi potence a® = 1 in a™" = 1/a", torej je

za Stevila a # 0 definirana potenca a” za vsak n € Z.

Trditev 1.2.7. Za vsak n € N velja: ce je 0 < a < b, je tudi
0<a™ <™

Dokaz. Trditev najlaze dokazemo z indukcijo. Za n = 1 nimamo kaj dokazovati, ker
je po predpostavki 0 < a' < b'. Recimo, da je 0 < a®~! < b”~1. Ce ti dve neenachi
pomnozimo z a > 0, dobimo

0<a™< b la.

Po drugi strani, ée neena¢bo a < b pomnozimo z b"~!, dobimo ab”~! < b", torej zaradi
tranzitivnosti relacije < sledi
0<a"<b"la<b”

in trditev je dokazana. (I
Navedimo brez dokaza znano formulo za potenciranje binoma, ki jo bomo

veckrat uporabili:
n __ n n—k1k
(a+0b)" = E ( I )a bt

k=0
Koeficienti

B —

ny\ n! n(n—1)-(n—k+1)
(>_k:!(n—k:)!_ 12 -k

so binomski simboli.
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Za negativne eksponente velja ravno obratna relacija kot za pozitivne: ¢e
je0<a<b jed<b™<a™

Najbon € Z. Cejea>0jetudi a® > 0 za vsak n € Z. Za a < 0, pa je
predznak potence a™ odvisen od eksponenta: za sode eksponente n = 2k je
a™ > 0, za lihe eksponente n = 2k + 1 pa je a” < 0.

Na sliki 1.3 smo konstruirali na stevilski premici stevilo /2, za katero
velja (v/2)? = 2. Velja pa Se dosti vec:

Izrek 1.2.8. Za vsak y > 0 in vsak n € N obstaja tako natanko doloceno
stevilo x > 0, da je 2" = y.

Dokaz. Oglejmo si mnozico A = {a € R;a™ < y}. O¢itno je 0 € A, torej je A neprazna
mnozica. Ce je 0 < y < 1, je 1 zgornja meja za mnozico A, kajti za vsako stevilo b > 1,
je tudi b™ > 1 >y, torej b ¢ A. Ce je y > 1, pa je y zgornja meja za mnozico A, kajti za
vsak b > y velja b > y™ > y, torej b ¢ A.

Mnozica A C R je torej neprazna in navzgor omejena in ima svojo natantno zgornjo
mejo & = sup A, to pa je ravno Stevilo, ki ga is¢emo. Pokazimo (brez podrobnosti), da je
" =y.

Recimo, da bi bilo 2™ < y in z = x + h, kjer je 0 < h < 1. Potem bi veljalo

2= (x+h)" = i( Z )xn—khk

k=0

= z2"+h Z( Z )xn_khk_l
k=1

< z"Jth(Z):c”k
k=1

= 2"+ h((z+1)" —2z").

Ce izberemo N
y—x
h<< ———,
(x+1)n —an

dobimo
y—a"

77/< n
i . +(z+1)"f:c”

’ ((‘T + 1)n - wn) =Y,
torej z >z in z € A. To pa je v protislovju s tem, da je x = sup A.
Ce pa bi bilo 2™ > y, bi na podoben nacin pokazali, da je Stevilo u = x — k, kjer je

n

r—y

0<k<l, k<z in k< ——"——
(x+1)» —an

?

zgornja meja mnozice A in u < x, kar spet ni mogoce, ker je z najmanjsa zgornja meja za
A. Veljati mora torej 2™ = y. O
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Izrek, ki smo ga dokazali, omogoca, da za pozitivna realna Stevila defini-
ramo tudi potence z racionalnimi eksponenti:

Definicija 1.2.3. Ce je y > 0, imenujemo Stevilo z, ki zados¢a enacbi
1" =y, n-t1 koren Stevila y, kar zapiSemo z = {/y.
Cejey >0,inp/q; g €N, p € Z poljubno racionalno stevilo, definiramo:

Y= ().

Ce je n = 2k sodo &tevilo, je 2" > 0 za vsak z # 0. Enacba 2" = y v
tem primeru nima resitve, ce je y < 0, torej koren {/y za y < 0 ne obstaja.
Ce je n = 2k + 1 liho stevilo, pa za = < 0 velja 2" = —(—z)" < 0. V tem
primeru lahko razsirimo definicijo korena Se na negativna stevila: za y < 0
je /7 = —V=F

Za racunanje s potencami veljata dobro znani pravili (ki jih ne bomo

dokazovali):
aner —ad"-a™ in (an)m _ a(nm)

1.3 Kompleksna Stevila

Za vsak a € R je a®> > 0. To pomeni, da v okviru realnih Stevil enacba

22 = —1 ni resljiva. Enac¢bam oblike

" +a + . 4a, x+a,=0

pravimo algebraicne enacbe nas primer kaze, da take enacbe v obsegu R
nimajo vedno resitev.

Mnozica kompleksnih Stevil je razsiritev mnozice realnih stevil z resitva-
mi algebraic¢nih enacb. Vsebuje tako vsa realna Stevila, kot tudi vse resitve
algebraicnih enacb (z realnimi, pa tudi s kompleksnimi koeficienti).

Definicija 1.3.1. Kompleksno stevilo « je urejen par realnih stevil (a, b);
prvo, a = Re o, imenujemo realna komponenta, drugo, b = Im «, imaginarna
komponenta. Mnozico vseh kompleksnih stevil ozna¢imo s simbolom C.

Dve kompleksni stevili sta enaki, kadar imata enaki realni in enaki ima-
ginarni komponenti.
Vsoto in produkt kompleksnih stevil definiramo s predpisoma

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (1.5)
(a,b) - (¢c,d) = (ac — bd, ad + be). (1.6)
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Izrek 1.3.1. Mnozica C z operacijama (1.5) in (1.6) je obseg.

Za dokaz tega izreka bi bilo potrebno preveriti, da velja komutativnost in
asociativnost vsote in produkta in distributivnost produkta glede na sesteva-
nje, da je stevilo (0, 0) nicla za seStevanje in stevilo (1,0) enota za mnozenje.
Za vsak o = (a,b) je stevilo —a = (—a, —b) njegovo nasprotno stevilo, ¢e je
o £ (0,0) pa je

1 a —b
o =
<a2 + b2’ a? —H)2)
njegovo inverzno Stevilo. Vse te preproste izracune prepusc¢amo bralcu.

Kompleksna stevila lahko upodobimo s tockami ravnine. V ravnini na-
riSemo pravokotni koordinatni sistem. Na abscisno os, ki ji v tem primeru
pravimo realna os, nanesemo realno komponento kompleksnega Stevila, na
ordinatno os, ki ji pravimo imaginarna os, pa imaginarno komponento.

Im
A
a=a-+1b
htr——— — — — |
o,
i+ |
|
} | >
0 1 la Re
|
|
|
» |
bt - — — =
a=a—1b

Slika 1.8: Kompleksna ravnina

Mnozica kompleksnih stevil, ki lezijo na realni osi, tj. stevil oblike (a,0),
ima vse lastnosti realnih Stevil, saj je zaprta za seStevanje in mnozenje, vse-
buje tako niclo (0,0) kot enoto (1,0), pa tudi obratno in inverzno stevilo
vsakega svojega Stevila (razen Stevila (0,0)). Kompleksno stevilo a = (a,0)
imamo lahko za zastopnika realnega stevila a v mnozici C, zato ga obicajno
pisemo kar a.
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Kompleksnemu §tevilu oblike (0, b) na imaginarni osi pravimo ¢isto imag-
inarno Stevilo. Kvadrat Cisto imaginarnega stevila

(0,0) - (0,b) = (=b*,0) = —b*

je negativno realno stevilo. Imaginarno stevilo (0, 1), katerega kvadrat je
enak —1, imenujemo imaginarna enota in ga zaznamujemo z i. (V elek-
trotehniki se pogosto uporablja oznaka j.)

Vsako kompleksno stevilo se da zapisati kot

(a,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a +ib.
Racunski pravili (1.5) in (1.6) lahko zdaj zapisemo v bolj domaci obliki:

(a+1ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+d)
(a+1ib) - (c+id) = (ac—bd)+i(ad+ be).

Poleg sestevanja in mnozenja poznamo v mnozici C Se eno enoc¢leno operacijo,
ki jo imenujemo konjugiranje.

Definicija 1.3.2. Stevilu o = a + bi konjugirano $tevilo je & = a — ib.

Stevilo @ je simetriéno Stevilu a glede na realno os (slika 1.8). Nastejmo
nekaj lastnosti konjugiranja. Dokazi so povsem preprosti, zato jih prepusca-
mo bralcu.

1. Konjugiranost stevil je vzajemna: a = «

4 @) = (@

Stevilo « je realno natanko takrat, kadar je @ = « in imaginarno natanko
takrat, kadar je @ = —a.

Za poljubno kompleksno stevilo a je a + @ = 2Re(a) € R realno in (o —
@) = 2iIm(a) Gisto imaginarno stevilo. Stevilo aa = a? + b* je nenegativno
realno stevilo, ki je enako 0 samo, ce je a = 0, torej za vsak a € C obstaja
kvadratni koren v/aa.
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Definicija 1.3.3. Absolutna vrednost kompleksnega stevila « je kvadratni

koren Stevila aa
la] = Vaa = vVa? + b2

Absolutna vrednost ali modul kompleksnega stevila « je dolzina daljice,
ki povezuje koordinatno izhodis¢e s kompleksnim Stevilom .

Cejea € R, se ta definicija ujema z ze znano definicijo absolutne vrednosti
realnega Stevila. Podobno kot pri realnih stevilih velja

] = | - |B]. (1.7)
o] = 1B]] < la+ ] < |af + 8] (1.8)
Dokaz enakosti (1.7) je preprost:
|- B]* = (- B) (- B) = (aa) - (B5) = |af* - |B],
torej je
|- 8] = |e - |B].

Dokazimo $e trikotniski pravili (1.8):

o+ B = (a+8) - (a+ B) = |a]* + |B]* + (o B+ B - a).

Ker je o
(a-B+pB-a)=aB+af =2Re(af) =2|a|- ||
in
Re(af) < |af| = |l - |8],
je

o+ BI* < Jaf* + [8* +2|al - [8] = (la] + |8])*
in prvo trikotnisko pravilo je dokazano.
Drugo trikotnisko pravilo je posledica prvega:

laf = [(a+8) =Bl <la+ B[+ | =Bl = la+ B[+ 5],

zato je |a| — || < |a+ B|. Prav tako pokazemo, da je |B| — |a| < |a+ 5],
torej mora biti tudi ||a| — |B]| < |a + 5. O

Na sliki (1.8) vidimo, da sta trikotniski pravili (1.8) enakovredni dobro
znanemu dejstvu iz geometrije: vsaka stranica v trikotniku je daljsa od razlike
in krajsa od vsote ostalih dveh stranic.

S pomocjo absolutne vrednosti lahko merimo razdalje med kompleksnimi
stevili: razdalja med « in f je enaka |a — f].
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Im A OéJrﬁ

P

T /

B Tavs,” /18l
18]

(8]

||

g Re

Slika 1.9: Upodobitev kompleksnega stevila

Primer 1.3.1. Predstava o absolutni vrednosti kot o razdalji med dvema
Steviloma nam vcasih olajsa razmisljanje:

1. Poiséimo mnozico
A={z€C;|z—-1|=|z—1|}.

Mnozica A vsebuje vsa tista kompleksna Stevila, ki so enako oddaljena
od 1 in od 4, torej lezijo na simetrali lihih kvadrantov (slika 1.10)

2. Mnozica
B={z€C;|z—2z|=r}

je kroznica s srediS¢em v 2 in radijem 7.

3. Mnozica
C={z€C;|lz—zn|+|z—z|=r}

je elipsa z goristema z; in 2o (klasi¢na definicija elipse: elipsa je mnozica
tock, za katere je vsota razdalj do dveh fiksnih tock (gorisé) kon-
stantna). u
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Im} A

Slika 1.10: Mnozica A iz primera 1.3.1

Polarni zapis kompleksnega sStevila

Lego kompleksnega Stevila z # 0 v ravnini lahko opisemo tudi v polarnih ko-
ordinatah, tako, da podamo oddaljenost |z| stevila z od izhodis¢a 0 in kotom
©, med poltrakom iz 0 skozi tocko z in pozitivnim delom realne osi, ki mu
pravimo argument Stevila z, kar zapisemo ¢ = argz. Argument kompleks-
nega Stevila ni enoli¢no dolocen, saj doloc¢ajo vsi argumenti ¢ + 2kn, k € Z
isti poltrak v kompleksni ravnini. Ce izberemo argument tako, da lezi na
intervalu [0, 27), pravimo, da smo izbrali glavno vrednost argumenta in ta je
dolocena enolicno za vsak z # 0.

Prehod od zapisa po komponentah do polarnega zapisa kompleksnega
Stevila z = x + 1y je dolocen z enacbami

x .
PV sp= e = o

obratni prehod pa z
T =7rCcosp, y=rsine.

Tako dobimo polarni zapis kompleksnega Stevila z = x + iy:
z = |z|(cos ¢ + isinp).

Primer 1.3.2. Prehod od zapisa po komponentah do polarnega zapisa in
obratno:
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1. Stevilo z = —4+/3 + 4i zapisimo v polarni obliki.

Najprej izracunamo absolutno vrednost

2| = \/(—4V3)2 + 42 =8,
nato iz enacb

—4\/52 V3 4 1

———; Ssinp=—-=—

osP =g 9 8 2

ugotovimo, da je glavna vrednost argumenta enaka ¢ = 57/6, torej

g 57T+, Y
z = cos — +isin — | .
6 6

2. Kompleksno stevilo z absolutno vrednostjo |z| = 3 in argumentom
arg z = —m /10 zapisimo po komponentah.

— 3 Ty isin—2
z = COS10 7811 10

T .o :
= 3 <cos o0 7 sin 1—0> ~ 2.85 —0.93:.

Kompleksni stevili zapisani v polarni obliki z; = 7(cos ¢y + isin ;) in
29 = 19(COS g + i sin o) sta enaki natanko tedaj, ko je r; = 75 in @1 — g =
2km.

Produkt dveh kompleksnih stevil v polarni obliki

21 =r1(cospr +isingy) in 2y = ro(cos @y + isin ps)

je enak
2129 = 1179[(COS @1 COS g — Sin @y sin )
+i(sin 7 cos g + oS 1 sin @s)]
= rirafcos(pr + wa) +isin(pr + ¢2)].
Pri mnozenju se torej moduli mnozijo: |z125] = |z1]| - |22], argumenti pa

seStevajo: arg(z;zy) = argz; + arg zs.
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Kvocient dveh kompleksnih stevil z; in z9 # 0,

Z r .
=L = Zcos(p1 — ) + isin(pr — ga)],
22 T2

ima modul |21 /25| = |21|/|22| in arg(z1/22) = argz; — arg 2.
Ce pravilo za produkt uporabimo za n enakih faktorjev

2 =2z9g =+ =2z, =z=r(cosp+isinyp),

dobimo znano pravilo za potenciranje kompleksnih stevil, imenovano tudi de

Moivreov? obrazec
2" = 1r"(cosnp + isin ny).

Primer 1.3.3. Izracunajmo z'°, ée je z = 1 + 4.

Zapisimo z v polarni obliki:
2 = V2(cos(m/4) + isin(n/4))

in izracunajmo po de Moivrejevem obrazcu

10 10 5 5
210 = \/510 (cos Tﬁ + 7 sin Tﬂ) =25 <cos ; + 72 8in ;) = 32i.

Pogosto uporabljamo oznako
'’ = cos p + i sin .
Tako dobimo zapis kompleksnega Stevila v eksponentni obliks:
z = |z]e".
Pravila za racunanje v eksponentni obliki izgledajo takole:

|21 | 2o el(#1F22)

212y =
Z9 |22|
2" o= |z["e™,

4Abraham de Moivre (1667-1754), Francoski matematik
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Koreni kompleksnih Stevil

Naj bo p/q racionalno stevilo, kjer p € Z in ¢ € N nimata skupnega delitelja.
Definicija 1.3.4. Definirajmo zP/? s predpisom
w=1 = ! =zP

Stevili w in z naj bosta dani v polarni obliki: w = p(cos® + isin¥) in
z =r(cosp + isiny). Iz zgornje definicije sledi

p?lcos(q?) + isin(qV)] = rP[cos(pyp) + i sin(py)].

Stevilo na levi je enako Stevilu na desni, ¢e je p? = r? in ¢ — pp = 2k, od
koder dobimo
pp + 2k

q

Izraz 2P/ ni enoli¢no dolocen, saj za vsak k € Z dobimo eno vrednost

pzrp/q in 9=

pp +2km . po+2km
—— fisin ——
q q

(1.9)

wy, = 2P0 = Pl | cog

Zaradi periodi¢nosti funkcij sin in cos, je le ¢ vrednosti med seboj razlicnih
W, W1, - . ., We—1, Potem pa se Stevila wy, zacnejo ciklicno ponavljati, tako da
je wy = woy, Wgy1 = Wy, .. ..

V' kompleksni ravnini lezijo koreni wg,w, ..., w,—; na ogliscih pravil-
nega g-kotnika s sredis¢em v tocki 0, srediscni kot med dvema sosednjima
ogliscema je 27 /q.

Primer 1.3.4. Izracunajmo vse vrednosti izraza (1 +)%/3.

Najprej stevilo z = 1 + 4 zapiSemo v polarni obliki
z=2(cosT/4 +isinmT/4),

nato pa uporabimo enacbo (1.9) pri p=2in ¢ = 3:

2/3 242 2+2
wy, = <\/§) {Coswgierisinw%}

1+4 1+4
= %(Cos%j%sin%).



30 POGLAVJE 1. MNOZICE IN STEVILA

Im

1+

w1 Wo

T~ :

Slika 1.11: Koreni (1 + z’)2/3

Za k =0,1,2 dobimo zaporedoma vse tri vrednosti:

5
wy = vV2(cosZ+isink) = \P/§<§+%>

3
wy = V2(cos 2 4+ isin &) = \P’/§<—§+%>

wy = \?’/Q(cos%” +isin¥) = —iv/2.



Poglavje 2

Zaporedja in Stevilske vrste

2.1 Zaporedja

2.1.1 Uvod
Definicija 2.1.1. Zaporedje

(an) = ay,a9,...,ay,...

je predpis, ki vsakemu naravnemu stevilu n (indeksu zaporedja) priredi neko
realno stevilo a,, (n-ti ¢len zaporedja). Zaporedje je torej preslikava mnozice
naravnih Stevil v realna stevila:

f*N—=R, n— a,.

Zaporedje lahko podamo na ve¢ nacinov. Najbolj preprosto je, da presli-
kavo zapisemo eksplicitno: a, = f(n).

Primer 2.1.1. Nekaj eksplicitno podanih zaporedij:

1. Zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = 1/2™:
1y 101 1 11
o) T3 53 530w Gar e

(an) =0,1,0,1,...,0,1,0,. ..
ima splosen ¢len a,, = (14 (—1)")/2. u

2. Zaporedje

31
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Zaporedje lahko podamo tudi iterativno ali rekurzivno, tako da zapisemo
prvega ali prvih nekaj ¢lenov, in pravilo, kako izracunamo naslednji ¢len s
pomocjo prejsnjih.

Primer 2.1.2. Nekaj rekurzivno podanih zaporedij:
1. Aritmetiéno zaporedje s prvim clenom a; in z razliko d, dano s predpi-

som
py1=0ap+d, n>1

je primer enoclenske rekurzije.

2. Podobno je tudi geometrijsko zaporedje s prvim ¢lenom a; in kvocien-
tom ¢, ki je dano s predpisom

ni1 = Qnq, n>1
primer enoclenske rekurzije.

3. Dobro znano Fibonaccijevo! zaporedje, ki je doloceno z zacetnima vred-
nostima a; = 1, as = 1 in s predpisom

(pt1 = Qp + Ap—1, N > 2

je primer dvoclenske rekurzije. [ ]

Mnozico ¢lenov zaporedja
{an,n € N} C R,

imenujemo zaloga vrednosti zaporedja. Zaporedje (a,) je navzdol omejeno,
navzgor omejeno ali omejeno, ¢e je njegova zaloga vrednosti navzdol omejena,
navzgor omejena ali omejena.

Navzgor omejeno zaporedje (a,) ima zaradi lastnosti kontinuuma realnih
stevil (trditev 1.2.4) natancno zgornjo mejo M = sup a,, navzdol omejeno
zaporedje (b,) pa ima natacno spodnjo mejo m = inf b,. Natanéna zgornja
in natancna spodnja meja zaporedja sta lahko ¢lena zaporedja, ali pa ne.

Leonardo Fibonacci (1170-1250), italijanski matematik, ki je v Evropo prinesel arab-
ske stevilke.
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Primer 2.1.3. Nekaj omejenih zaporedij:

1. Zaporedje

1 2 4 8 16 on-t
235 9 17 T iy
je omejeno, sup a, = 1 in inf a,, = 1/2. Natan¢na zgornja meja sup(a,,)

ni ¢len zaporedja.

2. Podobno lahko ugotovimo za naslednja zaporedja:

(1/n) je omejeno, m=0, M=1
((=1)™)  je omejeno, m=—-1,M=1
((=2)™)  je neomejeno

(n=Y")  je navzdol omejeno, m =0

3. Vzemimo rekurzivno dano zaporedje a; = \/5, an = v/2a,_1. OCitno
je zaporedje (a,) omejeno navzdol, saj je a, > 0 za vsak n € N.

Manj o¢itno pa je, da je zaporedja (a,) omejeno tudi navzgor. Pokazi-
mo, da je a, < 2 za vsak n € N. Pomagali si bomo z indukcijo.
e Zan =1 trditev drzi, saj je a; = v2 < 2.

e Recimo, da je a,_; < 2. Potem je

U =\/2 Qp 1 < V2:-2=2
in trditev je dokazana.

Zaporedje (a,) je torej omejeno. |

Natancno zgornjo mejo zaporedja lahko opiSemo tudi nekoliko drugace:
M = sup a,, natanko tedaj, kadar so vsi ¢leni manjsi ali enaki M in za vsak
e > 0 obstaja tak indeks ng, da je a,, > M —e. V vsaki e-okolici mora
torej biti vsaj en ¢len zaporedja. Ce M ne sodi med ¢lene zaporedja, lahko
sklepamo, da mora biti v vsaki njegovi e-okolici celo neskonéno mnogo ¢lenov
zaporedja. To pripelje do pojma stekalisca:

Definicija 2.1.2. Stevilo a je stekalisce zaporedja (a,), kadar je v vsaki
e-okolici (a — €, a + &) neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja.
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Povzemimo:

Trditev 2.1.1. Natancna zgornja meja je najvecyi ¢len ali pa je stekalisce
zaporedja. Podobno je natancna spodnja meja najmangsi clen ali pa stekalisce
zaporedja.

Seveda ima lahko zaporedje tudi kaksno stekalis¢e, ki ni niti natancéna
zgornja niti natancna spodnja meja.

Kadar je a stekalisce, je torej neenacba |a—a,| < € izpolnjena za neskon¢no
mnogo clenov zaporedja. Lahko pa je Se neskonéno mnogo c¢lenov zaporedja,
ki tej enacbi ne zadoscajo in so zato izven e-okolice.

Primer 2.1.4. Stekalis¢a zaporedja:

1. Zaporedje recipro¢nih vrednosti naravnih stevil
1 11 1 1
Y 2 ) 3 ) 4 Y 5 ) 6 P
ima eno stekalisée a = 0 = inf a,,, ki ni ¢len zaporedja.
To sledi iz Arhimedove lastnosti mnozice R (trditev 1.2.5), kajti v vsaki okolici
(—e,¢€) je vsaj eno stevilo a,, = 1/n, torej so v isti okolici tudi vsa Stevila a,, =

1/m < 1/n, kjer je m > n, teh pa je neskon¢no mnogo.

2. Zaporedje ((—1)") ima dve stekalisci, —1 in 1, ki sta obe tudi ¢lena
zaporedja.

3. Zaporedje (n?) nima stekalisc. u

Izrek 2.1.2. Vsako (navzgor in navzdol) omejeno zaporedje ima vsaj eno
stekalisce.

Dokaz. Naj bo m = inf a,, in M = sup a,,. Mnozica

A ={z € R; a, <z za najve¢ kontno mnogo indeksov n}

je neprazna, saj je m € A. Poleg tega je navzgor omejena, saj je x < M za vsak © € A.
Torej ima svojo natanéno zgornjo mejo a = sup A.

Vzemimo poljuben ¢ > 0. Ker je a = sup A, je a — e € A, torej je levo od Stevila
a — ¢ najve¢ kon¢no mnogo ¢lenov zaporedja. Po drugi strani pa a + ¢ ¢ A, torej je levo
od tega Stevila neskon¢no mnogo ¢lenov zaporedja. Od tega jih je kon¢no mnogo levo od
Stevila a — €, torej jih mora biti na intervalu (a — €,a + €) neskonéno mnogo. Drugace
povedano, za vsak € > 0 je v okolici (a — €, a4 €) neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja, torej

je a stekalisce zaporedja (a,). O
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2.1.2 Konvergentna zaporedja

Najbolj nas bodo zanimala zaporedja, pri katerih se vsi ¢leni priblizujejo
nekemu Stevilu, ko postaja n vse vecji. Natancneje:

Definicija 2.1.3. Zaporedje (a,) konvergira proti stevilu a, natanko takrat,
kadar za vsak £ > 0 obstaja tak indeks ng, da so v e-okolici stevila a vsi cleni
a, z indeksom n > nyg.

Zaporedje, ki konvergira, je konvergentno zaporedje, Stevilo a je njegova
limita, kar zapiSemo

a=lima, ali a,— a; n— .
Zaporedje, ki ne konvergira, je divergentno.

Pri konvergentnem zaporedju z limito a je neenacha
la —a,| <e

izpolnjena za vse indekse n od nekega ny dalje.

Ocitno je limita konvergentnega zaporedja stekalis¢e in to edino stekalisce
tega zaporedja. Ni pa vsako stekalisce limita zaporedja: ¢e ima zaporedje
vec kot eno stekalisée ne more biti konvergentno — v tem primeru nobeno
od stekalis¢ ni limita.

Clene konvergentnega zaporedja si lahko predstavljamo kot zaporedje pri-
blizkov za stevilo a. Razlika |a—a,| je v tem primeru napaka, ki jo naredimo,
¢e namesto limite a vzamemo n-ti ¢len zaporedja. Ce zaporedje konvergira k
a, lahko dosezemo, da bo ta napaka manjsa od poljubnega vnaprej izbranega
stevila ¢ > 0, ¢e le vzamemo dovolj pozen clen zaporedja (kar pomeni, da
mora biti indeks n dovolj velik).

Primer 2.1.5. Konvergenco zaporedja lahko pokazemo direktno s pomocjo
definicije:

1. V primeru 2.1.4 smo se pravzaprav prepricali, da zaporedje, dano z
a, = 1/n konvergira proti stevilu 0.

2. Dokazimo, da ima zaporedje

—_
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limito 1. Izberimo £ > 0 in poglejmo, za katere indekse n je izpolnjena

neenacha
I1—a,| <e. (2.1)
Dobimo
1= ] = —
— an, €

n+1

1

-—1 < n

€

Neenacba (2.1) je torej izpolnjena za vsak n > ng = |1/e] (tj. celi del
stevila 1/¢).

Na primer, za ¢ = 107! je ng = 10: vsi ¢leni zaporedja od desetega
dalje se razlikujejo od limite 1 za manj kot 1/10.

3. Vzemimo zaporedje a, = (—1)"n/(n + 1) in pokazimo, da stevilo 1 ni
limita tega zaporedja. Naj bo ¢ > 0.

1 | n+1—(=1)"n n%q n =2k
—an: =
n+1 bl o =2k+1

Ce je € < 1, je ta neenacba izpolnjena samo za tiste sode indekse n, za
katere veljan > é— 1, medtem ko obstajajo poljubno veliki lihi indeksi,
za katere neenacba ni izpolnjena. [ ]

Lastnosti konvergentnih zaporedij

Izrek 2.1.3. Vsako konvergentno zaporedje je omejeno.

Drugace povedano: konvergentnost zaporedja je zadosten pogoj za ome-
jenost, omejenost zaporedja pa je potreben pogoj za konvergenco.

Dokaz. Naj bo a = lima,. Vsi ¢leni zaporedja razen konéno mnogo so na intervalu
(a—1,a+1). Ce levo od tega intervala ni nobenega ¢lena, je tevilo a — 1 o¢itno spodnja
meja, e pa so kaksni ¢leni manjsi od a — 1, jih je le konéno mnogo, najmanjsi med njimi
pa je spodnja meja (celo natanéna spodnja meja). Na podoben nagin se prepricamo, da je
zgornja meja zaporedja Stevilo a+ 1 ali pa najveéji od vseh ¢lenov in tako je izrek dokazan.

O

Zaporedje, ki ni omejeno, torej ne more biti konvergentno. Prav tako
zaporedje, ki ima ve¢ kot eno stekalis¢e ne more biti konvergentno. To pa
sta edina pogoja, saj velja:
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Izrek 2.1.4. Zaporedje je konvergentno natanko tedaj, ko je omejeno in ima
samo eno stekalisce.

Dokaz. Pokazati moramo le Se, da je omejeno zaporedje z enim samim stekaliS¢em
vedno konvergentno. Drugace povedano: pokazati moramo, da ima omejeno divergentno
zaporedje nujno ve¢ kot eno stekalisce.

Naj bo (a,) omejeno divergentno zaporedje. Ker je (a,) omejeno, obstaja omejen
interval [m, M], na katerem lezijo vsi ¢leni zaporedja {a,} C [m, M]. Zaradi izreka 2.1.2
ima zaporedje vsaj eno stekalis¢e, oznac¢imo ga z a. Zaradi divergentnosti zaporedja to
stekaliS¢e ne more biti limita, zato je zunaj dovolj majhne e-okolice neskonéno ¢clenov
zaporedja. To pomeni, da je vsaj na enem od intervalov, [m, a —¢] ali [a+ ¢, M] neskonéno
mnogo ¢lenov zaporedja, torej obstaja (spet zaradi izreka 2.1.2) vsaj Se eno stekalice
b # a.

Ce ima omejeno zaporedje le eno stekalisce, je torej nujno konvergentno. (I

Naslednji kriterij za konvergenco ima to lepo lastnost, da govori samo o
¢lenih zaporedja in ne o limiti. Z njim lahko ugotovimo, ali je neko zaporedje
konvergentno, ne da bi poznali njegovo limito.

Izrek 2.1.5. Zaporedje (a,) je konvergentno natanko takrat, kadar zado$ca
tako imenovanemu Cauchyjevemu? pogoju:
Vsakemu pozitivnemu stevilu € pripada tak indeks ng, da je neenacba

|antp — an| < € (2.2)

1zpolnjena za vsak n > ng in za vsako naravno stevilo p.

Dokaz: Najprej dokazimo, da je Cauchyjev pogoj potreben za konvergenco zaporedja.
Vzemimo zaporedje (a,), ki konvergira proti limiti @, in naj bo & poljubno pozitivno
stevilo. Ker je zaporedje konvergentno, obstaja tak indeks ng, da je |a —a,| < €/2 za vsak
n > ng, torej je tudi |a — antp| < €/2 za poljuben p € N, saj je n + p tudi vecji od ny.
Ocenimo razliko
3

2

€
lantp = an| = [(antp — a) — (an — a)| < lan+p —al +[an —al < B +35 =5
in vidimo, da zaporedje zados¢a Cauchyjevemu pogoju.

Dokazimo Se, da je Cauchyjev pogoj zadosten za konvergenco. Naj zaporedje (a)
zadosca Cauchyjevemu pogoju. Izberimo si € = 1 in dolo¢imo indeks r tako, da bo za vsak
p € N izpolnjena neenacba |a,4p — ar| < 1, kar pomeni, da vsi ¢leni zaporedja z indeksom
vecjim od r lezijo na intervalu (a, — 1,a, + 1). Zaporedje (a,) je torej omejeno in ima
zaradi izreka 2.1.2 vsaj eno stekaliS¢e a. Pokazali bomo, da je a = lima,,

2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francoski matematik, zacetnik teorije kom-
pleksnih funkcij.
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Vzemimo poljubno pozitivno stevilo . Zaradi Cauchyjevega pogoja obstaja tak indeks
n, da je |antp — an| < €/2 za vsak p € N. Vsi ¢leni a,, za m > n so na intervalu
(an —€/2,an +€/2), torej lezi stekalisée a na zaprtem intervalu [a, — /2, a,, +¢/2]. Ker
je razlika dveh stevil s tega intervala manjsa od ¢, velja za vsak m > n ocena |a — a,| < €,
kar Zze pomeni, da je a limita, torej je zaporedje (a,) res konvergentno. O

Primer 2.1.6. Dokazimo, da zaporedje, ki je dano z dvoclensko rekurzijo

1
G = a=pf an2= i(an + any1)

zado§ca Cauchyjevemu pogoju in je zato konvergentno.
Razlika dveh zaporednih ¢lenov je

1 1
Ap+4+2 — Ap41 = §(Gn+l + an) — Qp+4+1 = 5((1” - anJrl)-

Od tod sledi:

|an+2 - an+1| = §|an - an+1| = §|an71 - an| =
1 1
= 2—n|a2 —ay] = 2—n|5— al.
Potem je
|an+p —an| = |(an+p - anerfl) + (aner*l - an+p72) +. (At — an)|

< lantp = @ngp-1| + |@ntp-1 — @nip-2| + ... + [Gng1 — anl

1 1
S(W+...+2n_l>|ﬂ*a|

1 1-(3)” 1
=g o1 Boel<gm -l

Naj bo € > 0 in izberimo N tako velik, da bo

1 < €
22 S g—al’

Potem je za vsak n > N in za vsak p € N

1
|antp — an| < B—al <e

= 9N-—2

Zaporedje a,, je torej konvergentno, ker zados¢a Cauchyjevemu pogoju. ]
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Divergentna zaporedja

Zaporedje, ki ni konvergentno, je divergentno. Na primer, vsako neomejeno
zaporedje je divergentno. Tudi vsako zaporedje z ve¢ kot enim stekaliScem
je divergentno.

Ce so ¢éleni zaporedja ¢edalje vedji in rastejo proti neskonénosti, pravimo,
da zaporedje divergira proti oo. Natancneje:

Definicija 2.1.4. Ce za vsako pozitivno Stevilo M obstaja tak indeks
ng, da je a, > M, ¢e je n > ny, pravimo, da zaporedje a, divergira proti
neskoncnosti in napisemo

lima, = oo

Podobno, zaporedje divergira proti —oo:
lima, = —o0,

¢e za vsako pozitivno Stevilo A obstaja tak indeks ng, da je a, < —A, ¢e je
n > ny.

Zaporedje, ki divergira proti oo ali proti —oo, ne more imeti stekalisc.
Seveda ni nujno, da divergentno zaporedje divergira proti oo ali proti —oo.
Primer 2.1.7. Nekaj divergentnih zaporedij:

1. Zaporedje (n) divergira proti 0o, saj za poljuben M > 0 lahko vzamemo

2. Tudi zaporedje (logn) divergira proti co, saj za poljuben M > 0 lahko
vzamemo ng = [eM | 4 1.

3. Zaporedje (sinn) je divergentno, vendar je omejeno, zato ne divergira
proti oo. [ ]

Lastnosti limite zaporedja

Konvergentnost je lastnost, ki je odvisna le od zelo poznih ¢lenov zaporedja,
zacetni ¢leni pa nanjo ne vplivajo. Ocitno ostane konvergentno zaporedje
konvergentno z isto limito, ¢e mu dodamo ali odvzamemo konéno mmnogo
¢lenov.
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Trditev 2.1.6. Ce imata zaporedji (a,) in (b,) isto limito,
lima, =limb, =1,
in je zaporedje (c,) med njima, tako da je
a, <c, <b, za vsak n,

je tudi
lime, = 1.

Dokaz: Ker je [ limita zaporedij (a,) in (b, ), obstajata za vsak ¢ taka ny
in no, da velja

a, € (l—e,l+¢)zan>n,
b, € (l—g,l+¢€)zan>ns.
Ce je ng vecje ob stevil ny in no, veljata za vsak n > ng oba pogoja hkrati,

torej
l—e<a, <c,<b, <l+e,

tako da je ¢, za vsak n > ng v e-okolici limite [. [

Preprosta posledica trditve 2.1.6 je tale sklep: ¢e za zaporedje (a,) velja
a, < bzavsak ninlim,_.. a, = a, je tudi a < b. Na primer, limita zaporedja
s pozitivnimi ¢leni je nenegativna.

Trditev 2.1.7. Ce sta zaporedji (a,) in (b,) konvergentni, lima, = a in
limb,, = b, potem so konvergentna tudi zaporedja

(an +b,) = a1 +bi,a0+ by, ...
(an — bn)
(anbn) = al-bl,a2~62,....

al—bl,aQ—bQ,...

n velja:

lim(a, +b,) = lima, + limb,
lim(a, —b,) = lima, —limb,

lim(a,b,) = lima, -limb,.
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Dokaz: Izberimo pozitivno stevilo €. Ker sta zaporedji (a,) in (b,) kon-
vergentni, obstajata naravni stevili n, in ny, da je |a, — a] < /2 za vsak
n > ng in |b, — b| < €/2 za vsak n > n,. Ce za ng vzamemo vedje izmed
stevil n, in ny, za vsak n > ng velja

[(an +bn) = (a+b)| = [(an — a) + (b = )| <

€ £
< n bn_b<_ 5 S
<lan, —a| + | | 2+2 5

torej zaporedje (a,+0b,) res konvergira proti limiti a+b. Podobno dokazemo,
da je limita razlike enaka razliki limit.
Poglejmo sSe limito produkta. Produkt a,b, zapisemo v obliki

anb, = (an - a)(bn - b) + a(bn — b) + b(an — (Z) + ab.
Tako je
lanby, — ab| <|a, —al-|b, —b] +|b| - |a,, — a| + |a| - |bn, — 1]

Recimo, da je n pozitivno stevilo manjse od 1. Ce je n dovolj velik, je
|a, —a| <nin |b, — b <n. Za tak n je

|anbn — ab < n* +n(lal + 18]) < n(jal + [b] +1).

Naj bo ¢ poljubno pozitivno stevilo manjse od 1. Ce si izberemo

€

T+ ol 1

je za dovolj velike indekse n izpolnjena neenacba |a,b, — ab| < e, torej za-
poredje (a,b,) res konvergira proti ab. O

Trditev 2.1.8. Ce je a, # 0 za vsak n in ¢e zaporedje (ay) konvergira proti
a # 0, konvergira tudi zaporedje (1/a,,) in je
1 1
lim — = —.
a, a
Dokaz: Naj bo e poljubno pozitivno stevilo, in 7 pozitivno stevilo, ki je
manjSe od |al/2 in od €|a|?/2. Ker je a limita zaporedja (a,), je za vsak
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dovolj velik indeks n izpolnjena neenacba |a, — a| < 1. Za tak n je |a,| =
la + (a, — a)| > |a| — |a, — a] > |a|/2, zato je tudi

ot — a7l = |, — a 2_77
|anal  |af?
Ker smo izbrali < €lal?/2, je torej
la, ' —al < ¢
za vsak dovolj velik n, torej zaporedje (1/a,) konvergira proti 1/a. O

Iz zadnjih dveh trditev sledi Se:

Trditev 2.1.9. Ce zaporedje (a,) konvergira proti limiti a in zaporedje (by,),
kjer so b, # 0za vsak n, konvergira proti b # 0, konvergira zaporedje kvocien-
tov (a,/by,) proti a/b.

Primer 2.1.8. Oglejmo si zaporedje s splosnim ¢lenom

n? + 3n
Ay = ——.
2?2 —1

Ce $tevec in imenovalec delimo z n?, dobimo

, . 1+43/n  1+3lmi 1
lima, = lim = — =,
2—1/n*  2-lim_3 2

saj zaporedji (3/n) in (1/n?) otitno konvergirata proti 0.
Splosneje: ce je a, kvocient dveh polinomov in «y, 5y # 0, potem je

. 0 ceje k<l
liman:limaon R (e e il ceje k=1
Bon! + ...+ Bi_in + B Bo

oo Ceje k>1



2.1. ZAPOREDJA 43

2.1.3 Monotona zaporedja

Definicija 2.1.5. Zaporedje (a,) je naraséajoce, ¢e za vsak n € N velja
an < apyp1. Ce za vsak n velja a, < ani1, je zaporedje strogo narascajoce.
Zaporedje (a,,) je padajoce, ¢e za vsako naravno stevilo n velja a, > a,41.
Ce za vsak n velja a, > an41, je zaporedje strogo padajoce. Zaporedje je
monotono, ¢e je narascajoce ali padajoce.

Monotona zaporedja so vsaj z ene strani omejena. Vsako narascajoce
zaporedje (a,) je navzdol omejeno in inf a,, = a1, vsako padajoce zaporedje
(b,) pa je navzgor omejeno in sup b, = by.

Poleg tega velja:

Izrek 2.1.10. Narascéajoce zaporedje, ki je navzgor omejeno, konvergira proti
lima, = supa,. Narascajoce zaporedje, ki ni navzgor omejeno, pa divergira
prott o0.

Podobno, padajoce zaporedje, ki je mavzdol omejeno, konvergira proti
lima, = infa,. Padajoce zaporedje, ki ni navzdol omejeno, pa divergira
proti —oo.

Dokaz: Naj bo (a,) narascajoce zaporedje in M njegova natancna zgornja
meja. Vzemimo poljuben € > 0. Ker je M natanc¢na zgornja meja zaporedja,
je a, < M za vsak n in a > M — ¢ za vsaj en ¢len a;. Ker je zaporedje

monotono narascajoce, je a, > M — ¢ tudi za vsak n > k, zato so v e-okolici
tocke M vsi cleni od k-tega dalje, torej je

lima, = M.
Ce zaporedje ni navzgor omejeno, obstaja za vsak A > 0 kaksen ¢len a,,,,
za katerega velja a,, > A. Ker je zaporedje monotono, je a,, > a,, > A za

vsak m > ng, torej je
lima,, = co.

Dokaz trditve za padajoce zaporedje je podoben. 0

Primer 2.1.9. Zaporedje priblizkov za stevilo /2. Naj bo

1 2
a; = 2, an+1:§ an+a— .

Pokazimo, da je dano zaporedje padajoce in navzdol omejeno, torej konver-
gentno.
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1. Da je zaporedje omejeno navzdol, je ocitno, saj je a, > 0 za vsak n.
Spodnjo mejo 0 lahko precej dvignemo, saj velja:
20,10, = ai + 2,

a’i—l—l = (a'n - a'n—l—l)2 +22>2,

odtod
(py1 = V2 za vsak n.

Torej je tudi v/2 spodnja meja zaporedja.

2. Pokazimo Se, da je zaporedje monotono padajoce:

> ()
Qp — Qpy1 = an_é ap + —

= ai_2>0
- 2a, —

ker je a? > 2 za vsak n.

3. Zaporedje a,, je torej konvergentno. Naj bo lima, = [. Oc¢itno mora
biti I > /2 > 0. Poleg tega iz enakosti a, 1 = (a,/2 + 1/a,) sledi

[ =1 =1 L +2 _1 l+2
_1man+1_1m2 an o) 73 7

Ce to enacbo resimo, dobimo [ = ++/2. Ker mora biti [ > 0, je
[ =lima, = V2,
torej je a, res zaporedje priblizkov za stevilo /2.
Ce zapisemo prvih nekaj ¢lenov zaporedja,
2, 1.5, 1.416, 1.41421568628, 1.41421356238, ...,

se prepricamo, da se ze ¢len a; od prave vrednosti v/2 razlikuje za manj kot
10710, n
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2.1.4 Potence z realnimi eksponenti

Zaporedje potenc. Naj bo ¢ poljubno naravno stevilo. Oglejmo si za-
poredje potenc (c").

Trditev 2.1.11. Zaporedje (¢") je konvergentno, ce je ¢ € (—1,1]. Natan-
cneje:
oo, ceje c>1
limc" = 1, ceje c=1
0, cegje |c|]<1

Ce je ¢ < —1, zaporedje ni konvergentno.
Dokaz. Naj bo najprej ¢ > 1. Potem je ¢ =1+ x, kjer je x > 0 in
=1+

Po binomski formuli je

n

-1
(]_«I»[L‘)nzz (Z)xk:1+nx+%x2+...+x".
k=0

Vsi ¢leni v tej vsoti so pozitivni, zato je cela vsota gotovo vecja od prvih
dveh clenov:
"=1+2z)">1+nx. (2.3)

Zaporedje (1 + nx) je narascéajoce in ni omejeno, kar sledi iz Arhimedove
lastnosti realnih stevil (izrek 1.2.5), torej je lim ¢ = oo.

Za c =1 je trditev ocitna, saj so vsi ¢leni enaki 1" = 1.

Naj bo |c| < 1. Zaporedje (|c"|) je padajoce in navzdol omejeno, torej
konvergira k nekemu sStevilu o > 0. To pomeni, da zaporedje sodih potenc
(c*) konvergira proti «, zaporedje lihih potenc (c**™) pak a ali k —a, glede
na predznak stevila c. Zaporedje (¢") ima tako najve¢ dve stekaliséi: « in
—a. Iz rekurzivne formule || = |c| - [¢"7!] sledi, da je
"=

n—1|
Y

lim |c c|-lim|c

torej a = |c|er, to pomeni, da je a = 0. Zaporedje (¢") je omejeno in ima v
vsakem primeru eno samo stekalisce o = —a = 0, ki je njegova limita.

Ce je ¢ = —1 ima zaporedje ((—1)") dve stekaliséi, zato ni konvergentno.
Ce pa je ¢ < —1, je zaporedje ¢" v obe smeri neomejeno, in je tudi diver-
gentno. 0
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Zaporedje korenov. Vzemimo pozitivno realno stevilo ¢ > 0 in si oglejmo
zaporedje korenov (c'/") = ({/c).

Trditev 2.1.12. Za vsak ¢ > 0 je zaporedje (c*/™) konvergentno z limito
limcv = 1. (2.4)

Dokaz. Naj bo najprej ¢ > 1, tako je ¢ = 1 4+ nx, kjer smo pisali z =
(¢ —1)/n > 0. Iz enacbe (2.3) sledi

c—l_

(I+z)">1+nx=1+n =c.

n

Obe strani korenimo in dobimo /¢ < 1+ (¢ —1)/n. Ker je ¢ > 1, je tudi
{/c > 1 in velja za vsak n ocena

—1
1< o<1t
n

Ker je lim(1 + (¢ — 1)/n) = 1, sledi (po trditvi 2.1.6), da je lim {/c = 1.
Za c = 1 je veljavnost relacije oc¢itna. Ce pa je ¢ < 1, obstaja tak b > 1,

da je c=1/bin /c = 1//b, torej je

1

lim /¢ =
Ve lim /b

=1.

U

V razdelku 1.2.4 smo za a > 0 potenco a” definirali za poljuben racionalen
eksponent r. Da bi lahko definirali potenco tudi za iracionalne eksponente,
potrebujemo naslednji rezultat:

Izrek 2.1.13. Za vsako realno stevilo x obstaja zaporedje racionalnih stevil
(), ki konvergira k x:

lim z, = x.

n—o0

Dokaz. Naj bo x; najvecje celo Stevilo, ki ni vecje od z. Tako je gotovo

x € [xy,21+1). Ceje x v levi polovici tega intervala: x < ;4 1/2, izberemo
Ty = X1, sicer pa o = xp + 1/2. Stevilo x tako gotovo lezi na intervalu
[x9, 29 + 1/2). Ta interval spet razpolovimo in izberemo za x3 levo krajisce
tistega podintervala, na katerem se nahaja x. Tako nadaljujemo, dokler ne
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A
Y

Z1 A
T2
I3
Ty

Slika 2.1: Konstrukcija racionalnega zaporedja, ki konvergira proti realnemu
stevilu A

dobimo monotono narascajoc¢ega omejenega zaporedja (x,,). Za tako dobljeno
zaporedje je © — x,, < 27", kar je poljubno blizu 0, ¢e je le n dovolj velik.[]

Naj bo r poljubno realno stevilo in (r,) zaporedje racionalnih stevil, ki
konvergira proti r. Izberimo poljubno stevilo ¢ > 0 in konstruirajmo za-
poredje

a, =c™m; n=12,....

Pokazimo, da zaporedje (a,) zadoséa Cauchyjevemu pogoju. Razlika
|a’n+p - an| - ‘Crn+p — Crn| frnd ‘Crn‘ . |C'rn+p*'f‘n _ 1‘

postane pri dovolj velikem n za vsak p poljubno majhna, saj je vrednost
prvega faktorja omejena, v drugem faktorju pa gre z rastoé¢im n razlika
Tntp — Tn Droti 0, zato tudi ves faktor konvergira proti 0. Zaporedje (ay)
je konvergentno. Izkaze se, da je za vsako zaporedje (r,), ki konvergira proti
r, limita zaporedja (¢'*) vedno isto Stevilo. To limito vzamemo za vrednost
potence c":

Definicija 2.1.6. Naj bo ¢ > 0. Potem je

¢ = ™ — lim ¢,

Vsa obicajna pravila obicajna pravila za racunanje s potencami veljajo
tudi za potence z realnim eksponentom.
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Konstrukcija stevila e. Vzemimo zaporedji

an = <1+%)n in b, = <1—%>_n. (2.5)

Pokazali bomo, da sta obe zaporedji konvergentni in imata isto limito.
V dokazu bomo potrebovali naslednjo neenakost:

Lema 2.1.14. Za vsak x € (0,1) in za vsak m € Z, |m| > 1, velja:
(I—2)">1—mz. (2.6)
Dokaz leme. Za eksponente m € N, m > 2 si lahko pomagamo z indukcijo:
1. Ce je m =2, je oitno

(l—z)P=1-2r+2">1-2x.

2. Iz indukcijske predpostavke
(1—2)">1—mx

sledi
1—2)" =1 —-2)"(1—2)> (1 —mz)(l —2)
=1-(m+Dr+mz®>1—(m+1)z

in lema je dokazana za m > 2.

Cejem=—n< -2 n €N, pa iz neenacbe
l+z)(1—-2)=1-2*<1

sledi .
ltr<— =(1—a)"
br<to=(-n)
torej je
l-—z)"=0Q—-2)">0+2)">14+nr=1—mx

in neenacba je dokazana tudi v tem primeru. O
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Trditev 2.1.15. Zaporedje
je narascajoce, zaporedje

pa je padajoce.

Dokaz. V neenachi (2.6) izberimo m = n in z = 1/n*:

1\" \" 1\" 1
() () () e
n n n n

Obe strani delimo z (1 —1/n)™ in dobimo

() = (1) ) () e

Na levi strani je a,, na desni pa a,_1, torej a, > a,_1, zaporedje (a,) je torej
narasc¢ajoce. Ker ocena (2.7) velja tudi za n < —2, lahko zapisemo Se

1 —-n —(n+1)
(1=0) ()
n n-+1

kar je isto kot b,1 < b,. To pa pomeni, da je zaporedje (b,) padajoce. [

Trditev 2.1.16. Zaporedje (a,) je navzgor, zaporedje (b,) pa navzdol ome-
jeno.

Dokaz. Zaradi
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je za vsak n > 2
an<bn+1§b2:4 in bn>an_12a1:2.

Tako je 4 zgornja meja zaporedja (a,) in 2 spodnja meja zaporedja (b,). Obe
zaporedji sta zato monotoni in omejeni, torej konvergentni. U

Trditev 2.1.17. Zaporedji (a,,) in (b,) imata isto limito, ki jo oznacimo z
e.

Dokaz. 1z zveze b,11 = a,(1 + 1/n) sledi,
: : : 1 :
lim b, = lim a, lim (1 + —) = lima,,
n

torej imata isto limito, ki jo bomo oznacili z e:
. 1\" . N
lim (1+—) =e=lim (1—— .
n—00 n n—00 n

Stevilo e je iracionalno stevilo, ki ga bomo Se pogosto srecali. Zaokrozeno
na dvanajst decimalk je

g

e = 2.718 281 828 459.

Primer 2.1.10. Dolo¢imo limito zaporedja s splosnim ¢lenom (1 —5/n)™ !
Naj bo m = n/5, torej n = 5m. Potem je

n 1 5m
lim <1 - g) = lim <1 - —)
n— 00 n m— o0 m

-5

= lim [(1 — i) ] =0,
m—o00 m
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2.1.5 Logaritmi

Ko smo iskali obrat relacije A = a™ pri fiksnem eksponentu, smo prisli do
definicije korena: a = /A. Ce pa na to relacijo gledamo pri spremenljivem
eksponentu in konstantni osnovi, je njen obrat logaritem.

Definicija 2.1.7. Logaritem stevila A > 0 pri osnovi a > 0, a # 1 je stevilo,
s katerim moramo potencirati osnovo a, da dobimo A.

r=log,A <+ a"=A
Stevilo A imenujemo logaritmand, Stevilo a pa osnovo.

Definicija logaritma je smiselna samo, ¢e je osnova a > 0 in a # 1.
Ce sta a in A pozitivni stevili, se lahko na podoben naéin, kot smo dokazali
izrek 1.2.8 o obstoju korena, prepricamo, da obstaja natanko doloceno stevilo
x = log, A. Zlahka se prepricamo, da za vsak a > 0, a # 1 velja

log,1=0 in log,a=1.

Prvo enacbo dobimo iz a® = 1, drugo iz a' = a.
Iz zakonov za racunanje s potencami lahko izpeljemo naslednja pravila
za racunanje z logaritmi:

log,(AB) = log, A+ log, B;
A
log, 3 = log, A —log, B;
log, A" = rlog, A.

Ce sta a in b razli¢ni osnovi, je

log, A

log, A =log, b -log, A = :
log, a

V matematiki najve¢ uporabljamo logaritme, ki imajo za osnovo Stevilo
e. Pravimo jim tudi naravni logaritmi, stevilu e pa osnova naravnih log-
aritmov. Naravne logaritme zato piSemo brez osnove, vcasih pa uporabl-
jamo tudi oznako In. Tako je torej log, A isto kot log A ali pa In A. Poleg
naravnega logaritma se, zlasti v tehniki, pogosto uporablja logaritem z os-
novo 10, 1lg A = log,, A, ki mu pravimo desetisk: ali Briggsov logaritem, in v
racunalnistvu logaritem z osnovo 2, 1b A = log, A, ali dvojiski logaritem.
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2.2 Stevilske vrste

2.2.1 Konvergenca vrst
Definicija 2.2.1. Ce je dano zaporedje (a,), je s predpisom
Si=ai, Sp =51+ a, =a1+ay+ -+ ap_1 + a.

doloceno zaporedje delnih vsot vrste s ¢leni a,, ki jo oznac¢imo:

[e.e]

Zak:a1+a2+---+ak+--- (2.8)
k=1

Ce zaporedje delnih vsot S, konvergira proti stevilu s, pravimo, da je
vrsta (2.8) konvergentna in da je njena wvsota enaka s, kar zapisemo:

oo
E Qap = S.
k=1

Ce je zaporedje delnih vsot divergentno, je vrsta divergentna in nima vsote.
Primer 2.2.1. Naj bo ¢ € R. Vrsti

>

n=0
pravimo geomtrijska vrsta s kvocientom c. Za zaporedje delnih vsot geometri-
jske vrste velja:

Spi1—1=Q4c+--+"H—1l=c+---+ " =cS,
in
Spi1 =Sy + " =¢S5, + 1,

zato je za ¢ # 1
1— CnJrl

l1—c
To zaporedje je konvergentno samo, ¢e je |c¢| < 1 (trditev 2.1.11). V tem
primeru je

S, =

1 — ¢t 1
lim S,, = li = )
im m —— Ty
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Primer 2.2.2. Pois¢imo vsoto vrste
= 1
; n(n+1)
Clene te vrste lahko razstavimo na parcialne ulomke:

1 1 1

nn+1) n n+1’

zato je
N
1 1
Sy = — —
N ;(n n+1)
1 1 1 1 1
= (1=2= ) —
( 2)+(2 3)Jr (N N+1)
1
- 11— —
N+1
in
i L lim S 1
_— = N = 1.
:1n(n+1)

Iz Cauchyjevega pogoja (2.2) za konvergenco zaporedja delnih vsot sledi

Izrek 2.2.1. Vrsta -

>

n=1
je konvergentna natanko takrat, kadar za vsak € > 0 obstaja tak indeks ny,
da je

|Sn+p - Sn| = |an+1 + an+p| <€
za vsak p € N, ce je len > ny.
Drugace povedano: ce je vrsta konvergentna, lahko izracunamo njeno

vsoto poljubno natancno, c¢e le seStejemo dovolj njenih zacetnih ¢lenov —
vsota preostalih neskonéno mnogo ¢lenov bo manjsa od predpisane napake.
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Primer 2.2.3. Vrsto

imenujemo harmonicna vrsta. Pokazimo, da harmoni¢na vrsta ni konver-
gentna. Ce bi bila konvergentna, bi po Cauchyjevem kriteriju za vsak ¢ > 0
obstajal tak indeks ng, da bi veljalo

1+ gy <

za vsak n > ng in za vsak p. Vendar, ¢e izberemo poljuben n in p = n, je

4+t L 4+t LIS
an “ .. an:— P - n._:_’
1 1 om o 2

to pa ni poljubno majhno stevilo. [ ]

Izrek 2.2.2. [Potreben pogoj za konvergenco]Ce je vrsta konvergentna, kon-
vergira zaporedje njenih clenov proti 0.

Dokaz. Naj bo
S=Y a,=1lms5,.
n=1

Ocitno velja
ap = Sn - Sn—h

torej
lima, = lim(S, — S,.1)=5—-5=0

in izrek je dokazan. ]

Pogoj lima,, = 0 je potreben za konvergenco vrste, ni pa zadosten, saj
harmoni¢na vrsta temu pogoju zadosca, pa kljub temu ni konvergentna.

2.2.2 Vrste s pozitivnimi ¢leni

Ce so vsi ¢leni a, > 0, je zaporedje delnih vsot vrste
oo
> o
n=1

narascajoce in je konvergentno natanko takrat, kadar je navzgor omejeno.
Ce ni omejeno, pa divergira proti oo.
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Primer 2.2.4. Naj bo p > 1. Pokazimo, da je vrsta

=1
2

konvergentna.
Pokazali bomo, da je zaporedje delnih vsot

Al
SN - Zl ﬁ
navzgor omejeno. Za vsak N > 1 je
SN < SQN_l

—1+1+1+ - !
n 2% 3P (2N — 1)

oL (L1 1 1

1 1 1 1 1
+ §+§ 4t 2(N—1)p+'”+72(N—1)p

2
= 1+§+"'+m

1 1 N-1
= 14+ <2p_1) :

to je (N —1)-va delna vsota geometrijske vrste s kvocientom ¢ = 1/2P~1. Ker
je p > 1, je g <1 in geometrijska vrsta je konvergentna, delna vsota pa je
manjsa od vsote cele vrste, torej

1
SN < ——————
Y=ty
kar je zgornja meja za zaporedje delnih vsot Sy. ]

Ugotavljanje konvergence vrste s pozitivnimi ¢leni je precej bolj preprosto,
ker je zaporedje delnih vsot take vrste monotono narascajoce, in poznamo
celo vrsto kriterijev, s katerimi si lahko pomagamo. Navedli bomo dva.
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Izrek 2.2.3. [Primerjalni kriterij] Ce sta

o (o]
g an, N g by,
n=1 n=1

vrsti s pozitivnimai ¢leni in je a, < b, za vsak n € N, velja:

ce je Z b, konvergentna, je tudi Z a, konvergentna,

n=1 n=1

ali drugace povedano,

o0 o
ce je Z a, divergentna, je tudi Z b, divergentna.
n=1 n=1

Dokaz. Za zaporedji delnih vsot

Sn:ian in S;:ibn
n=1 n=1

ocitno velja S,, < S/, za vsak n € N. Ce je vrsta >, b, konvergentna, je
zaporedje (S’) omejeno, torej je omejeno tudi zaporedje (S,). Ce je vrsta
> | a, divergentna, je zaporedje (S,) neomejeno, torej je tudi vecje za-
poredje (S!) neomejeno. O

Primer 2.2.5. 'V primeru 2.2.3 smo dokazali, da harmonicna vrsta

NE
Sa.

I
A

n

ni konvergentna. Za vsak p < 1 je 1/n? > 1/n in primerjalni kriterij pove,

da je vrsta
= 1
>

n=1

divergentna za vsak p < 1. [ ]
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Zaporedje kvocientov

a2 as Ap+1
, . e

,
@ asp Qp,

meri hitrost naraScanja clenov vrste. Geometrijska vrsta s pozitivnimi cleni
(pri njej so ti kvocienti konstantni), konvergira, ¢e je ta konstanta manjsa
kot 1. Podobno velja tudi za splosne vrste:

Izrek 2.2.4. [Kvocientni kriterij] Ce obstaja

. an+1
lim =L
ap,

ki je lahko tudi oo), velja: vrsta > . . a, konvergira, ce je L < 1 in diver-
J ] n=1 Y J
gira, ce je L > 1.

Dokaz. Recimo, da je L < 1in naj bo e > 0 tako majhen, da je L+¢ < 1.
Potem obstajati tak indeks ng, da je

Qp+1
ap,

<L+e<l

Na konvergenco vrste, podobno kot na konvergenco zaporedja, ne vpliva, ¢e
na zacetku vrste nekaj ¢lenov dodamo ali odvzamemo. Prvih ng ¢lenov lahko
izpustimo, tako da dobimo vrsto, kjer velja neenakost

Qp+1
G,

<L+e<1 gzavsakn.

Potem je
ag < (L+¢e)-a; in a,<(L+e) la.

Ker je geometrijska vrsta >~ ai(L + )" konvergentna, sledi iz primerjal-
. .o . . o0
nega kriterija, da je tudi vrsta > ° | a, konvergentna.
Ce je
Ap41

>1, je apy1 > ay
an

in je zaporedje ¢lenov (a,,) narascajoce zaporedje pozitivnih stevil in lim a,, #
0. Potrebni pogoj za konvergenco vrste tako ni izpolnjen. O

V primeru, ko je lim(a,41/a,) = 1, kvocientni kriterij na vprasanje o
konvergenci vrste ne da odgovora.
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Primer 2.2.6. Zgled za uporabo kvocientnega kriterija

1. Za vrsto
o

2n
>
n=0
velja
. Ap+1 . 2n+1n! . 2
lim =lim ——— = lim
ap, 2n(n+1)! n+1

in vrsta je konvergentna.

2. Za vrsti
i 1 i 3 1
2
n=1 n n=1 n

velja (kot se prepricamo s kratkim rac¢unom):
a
lim =+ — 1,
G,

Prva je divergentna, druga pa konvergentna, torej v tem primeru kvo-
cientni kriterij res ne da odgovora o konvergenci. [ ]

Ce je vrsta konvergentna, je N-ta delna vsota
Sy=a1+ay+---+ay

priblizek za vsoto vrste S, napaka pa je enaka ostanku vrste

RN: i (077

n=N+1

Metodo, s pomocjo katere smo izpeljali kvocientni kriterij, lahko uporabimo tudi za
oceno ostanka. Ce vemo, da je za vsak n > N

a
m < il <M,
an

kjer sta stevili m in M pozitivni in manjsi od 1, sledi
apm < apt1 < apM,
kar pomeni, da je
an(m+m?+-)<ani1+ansa+ - <an(M+M>+--).

Od tod dobimo oceno za ostanek

" <Ry<
N T = TN = ONTTOAD
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2.2.3 Absolutna in pogojna konvergenca vrst

Ce so ¢leni vrste poljubna stevila (pozitivna ali negativna), lo¢imo dva tipa
konvergence:

Definicija 2.2.2. Vista >~ a, je absolutno konvergentna, ¢e je konver-
gentna vrsta Y, |a,| in pogojno konvergentna, ¢e je konvergentna, pa ni
absolutno konvergentna.

Vrsta je torej absolutno konvergentna, ¢e je konvergentna vrsta iz ab-
solutnih vrednosti njenih ¢lenov, to pa je vrsta s pozitivnimi ¢leni. Pri
ugotavljanju absolutne konvergence si torej lahko pomagamo s kriteriji za
konvergenco vrst s pozitivnimi cleni.

Izrek 2.2.5. Absolutno konvergentna vrsta je konvergentna.
Dokaz. Ce je vrsta absolutno konvergentna, je za zaporedje delnih vsot
v =la| + - +ay]

izpolnjen Cauchyjev pogoj (izrek 2.2.1) in za vsak € > 0 obstaja tak indeks
ng, da za poljuben p € N velja

(Gt + <+ lamgp] < 2,
¢e je le n > ny. Potem je tudi
|1+ F G| < ana] 4+ lansy| <€
za vsak n > ng. Ocitno tudi zaporedje delnih vsot
Sy=ai+---+ay

zadosca Cauchyjevemu pogoju in zato je vrsta konvergentna. O

Obratno seveda ni res, saj bomo kmalu spoznali kaksno pogojno konver-
gentno vrsto.

Izrek 2.2.6. Leibnizov?® kriterij Ce je (an) padajoce zaporedje pozitivnih
stevil in lima,, = 0, je vrsta

aq —CL2—|—CL3 — e = Z(—l)nilan

n=1

konvergentna.

3Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), nemski filozof in matematik, skupaj z 1.
Newtonom zacetnik diferencialnega in integralnega racuna.
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Vrstam, kjer se predznaki ¢lenov izmenjujejo, (kot je ta v izreku), pravimo
alternirajoce vrste.
Dokaz. Ker je zaporedje (a,) padajoce, za vsak N velja

Son >0 in Sonyo = Son + (@oni1 — asni2) > Son.
Po drugi strani je
SQN:al—(a2—a3)—-~-—a2N<a1.

Zaporedje sodih delnih vsot Sy je naraScajoce in navzgor omejeno, ter zato
konvergentno. Za lihe delne vsote velja

Son1 = (ay —ag + -+ -+ aon-1) — (aon — aan41) < San-1,
zato je zaporedje lihih delnih vsot padajoce. Poleg tega je
Sony1 = San + aant1 > San > So,

torej so lihe delne vsote omejene navzdol in zato je zaporedje (San.1) konv-
erentno.
Ker je

lim SQN+1 — lim SQN = lim(52N+1 - SQN) = lim AoN+1 = O,

imata zaporedji Soni1 in Son isto limito. Zaporedje (Sy) je omejeno in
ima eno samo stekalisce, torej je konvergentno. To pomeni, da tudi vrsta
konvergira. U

Primer 2.2.7. Vrsta

i(_lnil:u%jué—m (2.9)

n=1

zadosca pogojem zgornjega izreka, zato je konvergentna. Vrsta absolutnih
vrednosti njenih ¢lenov je harmoni¢na vrsta, ki je divergentna, zato vrsta
(2.9) konvergira pogojno.

Podobno velja za vse vrste

> —1)n—1
SV pep<n

npk
n=1
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Spomnimo se primerov 2.2.4 in 2.2.5 in povzemimo:
Trditev 2.2.7. Alternirajoca vrsta

00 1 absolutno konvergentna za p > 1
Z (—1)"*1—1) je pogojno konvergentna za 0<p<l1
n=1 " divergentna za p<0

Vrste so pravzaprav “neskoncne vsote”, vendar vseh lastnosti “konénih
vsot” nimajo. Za kon¢ne vsote velja komutativnost — vrstni red ¢lenov na
vsoto ne vpliva, za neskoncne vrste pa v splosnem komutativnost ne velja.

Primer 2.2.8. Naj bo

1 1 1 1
_ _Z - _Z o> 2
s <1 2)+(3 4)+ =

zato je S # 0. Zapisimo ¢lene te vrste v druga¢nem vrstnem redu:

S’_111+111+
N 2 4 3 6 8

Ocitno je

Ce upostevamo

1 1 1 1 1 1 1 1
m—1 4n—2 4n  \2n—1 2 2n—1 2 2n
1 1 1
2\2n—1 2n)’
1 1 1 1 1
S ="(1—-4+_Z4... ] =286
2( 2*3 4+ ) 2

Ker je S #0, je " = S/2 # S. Torej smo z zamenjavo vrstnega reda clenov
dosegli, da se je vsota vrste spremenila. [ ]

dobimo



62 POGLAVJE 2. ZAPOREDJA IN STEVILSKE VRSTE

To je mogoce samo, Ce je vrsta pogojno konvergentna (tako kot v nasem
primeru), saj velja:

Izrek 2.2.8. Poljubni absolutno konvergentni vrsti z istimi cleni, vendar v
drugacnem vrstnem redu, imata enako vsoto.

Dokaz izreka 2.2.8 najdemo v [8].



Poglavje 3
Funkcije

3.1 Osnovni pojmi

Preslikavam v mnozico R ali C obi¢ajno pravimo funkcije — v prvem primeru
realne, v drugem pa kompleksne. V tem poglavju bomo obravnavali realne
funkcije ene realne spremenljivke, to so preslikave

f:D—R, DCR.
Definicijsko obmocje D in zaloga vrednosti
Zy={yeR;y= f(x) zanek x € D} = f(D)

sta podmnozici mnozice R. Funkcija f priredi stevilu z € D (neodvisni
spremenljivki) realno stevilo y = f(x) € Zy, (odvisno spremenljivko).

Funkcija f : D — R je doloc¢ena z definicijskim obmoc¢jem D, s predpi-
som f in z zalogo vrednosti Zy. Kadar definicijskega obmocja funkcije ne
navajamo posebej, je to najve¢ja mnozica D C R, na kateri je predpis f Se
definiran.

Primer 3.1.1. Oglejmo si nekaj preprostih funkcij.
1. Naj bo ¢ € R in f(x) = ¢ za vsak z € R. Taki funkciji pravimo
(iz ocitnih razlogov) konstantna funkcija, njeno definicijsko obmocje je

cela mnozica realnih Stevil, njena zaloga vrednosti pa ena sama tocka

63
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2. Naj bo f: R — R identi¢na funkcija:

f(x) ==

Definicijsko obmocje in zaloga vrednosti identicne funkcije je cela mno-
zica R.

. Naj bo n € N. Funkciji

fx) = a"
pravimo potencéna funkcija, njeno definicijsko obmocje je R, zaloga
vrednosti je odvisna od n: ¢e je n sodo Stevilo, je Z; = [0,00), ce

je n liho stevilo, je Zy = R.

. V razdelku 1.2.4 smo pokazali, da ima vsako pozitivno Stevilo z > 0

natanko dolocen pozitiven koren y = {/x, ki zados¢a enacbi y" = z. Za
liha stevila n = 2k 4+ 1 smo definicijo korena razsirili Se na negativna
stevila. Funkcija

ima za n = 2k definicijsko obmog¢je [0, 00) in zalogo vrednosti [0, 00),
za n = 2k + 1 pa definicijsko obmocje in zalogo vrednosti R. [ ]

Dve funkciji f in g sta enaki, kadar imata enaki definicijski obmocji:

Dy =D, =D in ¢e za vsak € D velja f(z) = g(z).

Primer 3.1.2. Dve funkciji nista enaki, ¢e nimata enakih definicijskih ob-
mocij, ¢eprav sta funkcijska predpisa navidez enaka:

1. Naj bo f(z) = z in g(z) = (VVx)?. Za vsak z € D, je f(z) = g(z),

definicijski obmo¢ji Dy = R in D, = [0, 00) pa sta razliéni, torej sta f
in g razlicni funkciji f # g.

2. Naj bo f(z) = |z| in g(z) = +/(2?). Funkciji f in ¢ imata enaki

definicijski obmo¢ji Dy = Dy, = R in f(z) = g(x) za vsak z € R, torej
jef=y u
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Graf funkcije

Graf realne funkcije ene realne spremenljivke

L(f) ={(z,f(x)),z € D} CR*

je podmnozica koordinantne ravnine. Vsaka navpi¢na premica x = a, kjer je
a € D seka graf I'(f) v natanko eni tocki (navpi¢na premica x = a, a ¢ D
grafa sploh ne seka). Pravokotna projekcija grafa I'(f) na os x je definicijsko
obmocje D, projekcija na os y pa je zaloga vrednosti Z5.

Primer 3.1.3. Nekaj grafov funkcij:
1. Graf konstantne funkcije f(z) = ¢ je vodoravna premica na visini c.

2. Graf identi¢ne funkcije f(z) = = je premica y = z, ki razpolavlja prvi
in tretji kvadrant.

3. Graf funkcije f : R — R, f(x) = 22 je parabola y = x?. Definicijsko
obmogje je R, zaloga vrednosti pa Z; = [0, 00) (slika 3.1).
y

-1 1
Slika 3.1: Graf funkcije f(z) = z?

4. Enacba y* = z dolota mnozico tock (z,y) € R?, ki leZijo na paraboli
(slika 3.2). Ta parabola ni graf funkcije, kajti vse navpicne premice
x = a > 0 jo sekajo v dveh tockah (vsakemu a > 0 pripadata dve
vrednosti y = +4/a, ki zadoscata dani enacbi). Enacba y* = x zato ne
doloca funkcije f : [0,00) — R.
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Slika 3.2: Tocke, ki zadoScajo enachi y* = z (levo) in graf funkcije f(z) = \/z
(desno)

0 doloca funkcijo f : [0,00) — [0,00), to je

Enacba y? >
Njen graf je na sliki 3.2. ]

funkcija f(z)

Ty
= /.

Y-

Funkcijski predpis f(z) je lahko dan eksplicitno (tako kot v prvih treh
primerih), implicitno z enacbo, ki povezuje neodvisno spremenljivko z in
funkcijsko vrednost y = f(x) (kot v ¢etrtem primeru), ali pa kako drugace
— na primer parametri¢no, opisno, grafi¢no .. ..

Ce je funkcija f : D — R injektivna (razdelek 1.1.2), pripada vsaki
vrednosti ¢ € Zy natanko en x € D, za katerega je f(x) = c¢, torej seka
vodoravna premica y = ¢, ¢ € Zy, graf I'(f), v natanko eni tocki. Vodoravna
premica y = ¢, ¢ ¢ Z; pa grafa sploh ne seka.

Ce je f : D — R surjektivna (razdelek 1.1.2), je vsak ¢ € R v zalogi
vrednosti Zy, torej vsaka vodoravna premica y = c seka graf I'(f) vsaj v eni
tocki.

Inverzna funkcija Injektivna funkcija f : D — R je obrnljiva (glej razdelek
1.1.2), torej ji pripada inverzna funkcija

fﬁl:Zf—HR,
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katere zaloga vrednosti je definicijsko obmocje D funkcije f. Inverzno funkcijo
f~1 dobimo tako, da zamenjamo vlogo spremenljivk x in y. Graf T'(f~1) je
graf ['(f) prezrcaljen preko premice y = z (slika 3.3).

y

/ B
e
7

/
(

Slika 3.3: Graf funkcije in njene inverzne funkcije

Primer 3.1.4.

1. Funkcija f : [0,00) — [0,00), f(z) = y/z, je injektivna. Njena inverzna
funkcija je f~1 : [0,00) — [0,00), f~1(x) = 2% Splosneje: za vsako
sodo stevilo n € N je funkcija f(x) = {/x obrnljiva, inverzna funkcija
je f71(x) = 2™; & > 0. Za vsako liho §tevilo n € N je inverzna funkcija
fHz)=2" 2R

2. Tudi funkcija




68

POGLAVJE 3. FUNKCIJE

je injektivna. Njeno inverzno funkcijo dobimo tako, da v enacbi

-z
Y71 +x
zamenjamo vlogi spremenljivk:
lL—y
r = —
I+y
r+aoy = 1—y
11—z
R
Tako je
11—z
1 -
Funkcija je sama sebi inverzna, njen graf je simetricen glede na premico
y =« (slika 3.4). n
y
4 L

4t

Slika 3.4: Graf racionalne funkcije f(z) = (z —1)/(z + 1)
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Monotone funkcije so funkcije, pri katerih z narasé¢anjem vrednosti neod-
visne spremenljivke stalno narasca (ali stalno pada) tudi vrednost odvisne
spremenljivke. Povejmo natancneje:

Definicija 3.1.1. Funkcija y = f(z) je naraséajoca, ¢e za poljubni stevili
x1 < x9 iz definicijskega obmocja funkcije f velja, da je tudi f(z1) < f(x9).
Ce q je f(x1) < f(xy), potem je f strogo naraicajoca.

Funkcija y = f(x) je padajoca, ¢e za poljubni Stevili x; < x5 iz definici-
jskega obmocja funkcije f velja, da je tudi f(z1) > f(zs). Ce je f(x1) >
f(xs), potem je f strogo padajoca.

Funkcija je monotona, ¢e je padajoca ali narasc¢ajoca in strogo monotona,
ce je strogo padajoca ali strogo narascajoca.

Strogo monotone funkcije so injektivne, zato ima vsaka strogo monotona
funkcija svojo inverzno funkcijo. Inverzna funkcija narasScajoce funkcije je
spet narascajoca, inverzna funkcije padajoce funkcije je padajoca.
Racunanje s funkcijami

Iz funkeij lahko na razliéne nacine sestavljamo nove funkcije. Ce imamo
funkciji f : D — R in g : D — R z enakima definicijskima obmoc¢jema, lahko
tvorimo njuno vsoto in razliko:

(f +9)(x) = fz) + g(x),
(f —9)(x) = f(x) = g(x),

njun produkt
(f - 9)(x) = flz) - g(),

ki imajo vse definicijsko obmocje D, in njun kvocient

flg: D =R (fg)x) = %

ki ima za definicijsko obmocje mnozico

D'={xe D, g(x) #0} C D.
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Primer 3.1.5.

1. Funkcija oblike
f(:E) = ap,x" + an_1$n_1 + ...+ a2+ ag

je polinom. Vsak clen polinoma je produkt konstante a;, ki ji pravimo
koeficient, in potencne funkcije z¢. Koeficientu a, # 0 pri najvisji po-
tenci ™ pravimo wvodilni koeficient, eksponentu n pa stopnja polinoma.

Definicijsko obmocje polinoma so vsa realna sStevila R.

2. Kvocientu dveh polinomov

pravimo racionalna funkcija, njeno definicijsko obmocje je

{z € R, q(z) # 0}.

Ce sta dani funkciji f : Dy - Rin g : D, — R in je zaloga vrednosti
Zy vsebovana v definicijskem obmocju Dy, obstaja sestavljena funkcija ali
kompozitum (glej razdelek 1.1.2)

gof:Dy =R, (gof)(x)=g(f(x)).

Primer 3.1.6. Ce sta

r—1
fl) =5 i g(e) = v,
je funkcija
(fog)(a) = YA

Vr+1

definirana za vsak x > 0, funkcija

z—1

(90 @) = /o5
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pa je definirana, ce je

r—1 . .
>0, torej z< -1 ali z>1.
rx+1
Grafe sestavljenih funkcij pogosto risemo v dveh (ali ve¢) korakih, tako kot
so funkcije sestavljene (slika 3.5). n
y y
4 4
3 3
2 9(¥) 2
1 1 9(f(x)
— f
« == .
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 // 1 2 3
-1 )
2 4
y
4
3
2
1 f(x)

-4-3-2-1/123X

L
Slika 3.5: Konstrukcija grafov sestavljenih funkcij iz primera 3.1.6
Ce je f obrnljiva in f~! njena inverzna funkcija, velja zveza
(o f)@)=(fof)(z) =2

Sode in lihe funkcije

Naj bo definicijsko obmocje D funkcije f simetricno glede na tocko 0 € R,
na primer D = (—a,a).
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Definicija 3.1.2. Funkcija f: D — R je soda, ¢e je f(x) = f(—x) za vsak
x € D. Funkcija f: D — R je liha, ¢e je f(z) = —f(—x) za vsak = € D.

Graf sode funkcije je krivulja, ki je simetricna glede na os y. Graf lihe
funkcije pa je simetricen glede na izhodisce koordinatnega sistema.

/.

soda funkcija lihafunkcija

VING

Slika 3.6: Soda in liha funkcija

Primer 3.1.7. Poglejmo si nekaj primerov sodih in lihih funkcij:

1. Funkcija, ki vsakemu stevilu priredi njegovo absolutno vrednost,

fz) = |z
je soda, kajti | — x| = |z|. Njen graf je simetricen glede na os y
(slika 3.7).
2. Funkcija

flx)=V1+a+a22—v1—x+a2
je liha, ker je

f(=2)=V1—z+22—V1+a+a2=—f(x).

3. Potencna funkcija f(z) = 2™ je soda, ¢e je n = 2k sodo $tevilo, in liha,
¢e je n = 2k + 1 liho stevilo (slika 3.8).

4. Korenska funkcija f(x) = {/x je liha, ¢e je n = 2k + 1 liho Stevilo, ¢e je
n sodo, pa ni ne liha ne soda, ker njeno definicijsko obmocje D = [0, c0)
v tem primeru ni simetricno glede na izhodisce. ]

Trditev 3.1.1. Vsota sodih funkcij je soda funkcija, vsota lihih funkcij je
liha funkcija. Produkt (ali kvocient) dveh sodih ali dveh lihih funkcij je soda
funkcija, produkt sode in lihe funkcije pa je liha funkcija.
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-1

1

Slika 3.7: Graf funkcije f(x) = |z|.

73

Dokazimo, da je produkt dveh lihih funkcij soda funkcija. Ce je f(—z) =

—f(x) in g(—x) = —g(z), je
(f-9)(—x)

= f(=z)-g(=2)
= (=f(@) - (=g(@)) = f(z) - g(x) = (f - 9)(x)

in trditev za ta primer je dokazana. Dokazi vseh ostalih primerov so prav
tako preprosti, zato jih prepustimo bralcu.

Primer 3.1.8. Polinom s samimi sodimi potencami je soda funkcija, polinom
s samimi lihimi potencami pa je liha funkcija. Na primer:

flx) =a%+ 42" -1

je soda (konstanta je soda potenca 1 = 2°),

g(z) =27 — 5a° + 32% —

sta lihi funkciji.

3.2 Zvezne funkcije

Oglejmo si funkcijo

x in h(x)=

za <0
za O<x<l1 .
za z>1

(3.1)
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n=1 n=3

Slika 3.8: Grafi funkcij f(x) = 2" zan =1,2,3,8.

Funkcija f(x) je zlepek treh linearnih funkcij. Njen graf (slika 3.9) je v
tocki x = 0 nepretrgana krivulja, v tocki z = 1 pa je pretrgan. Vedenje
funkcije f v okolici tocke 0 je torej bistveno razlicno kot njeno vedenje v
okolici tocke 1 — funkcijska vrednost f(x) v tockah z, ki so blizu tocke 0, se
ne razlikuje dosti od vrednosti f(0) = 0, vrednost f(z) v tockah x < 1, ki so
zelo blizu 1, pa se od f(1) razlikuje skoraj za 1.

Pravimo, da je f v tocki 0 zvezna, v tocki 1 pa nezvezna. Razliko med
vedenjem funkcije f v tocki 0 in v tocki 1 opiSimo natancneje.

Definicija 3.2.1. Funkcija f je v tocki xy zvezna, ¢e lahko za vsak ¢ > 0
najdemo tak § > 0, da je

|Ay| = [f(@o + 1) — f(z0)] <e,
¢e je |h] < 6.

Drugace povedano: za vsako e-okolico (f(xg) — e, f(xg) + €) tocke f(zo)
na osi y obstaja taka d-okolica (o9 — 9,79 + J) tocke xy na osi x, da je
f(x) € (f(xg) —e, f(xg) +€) za vsak x € (g — d,x0 + 0) (slika 3.10).

Ohlapno receno: funkcija je zvezna takrat, kadar majhna sprememba
neodvisne spremenljivke povzro¢i majhno spremembo funkcijske vrednosti.
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A
Y

o

Slika 3.9: Nezvezna funkcija, definirana z enacbo (3.1)

Zavedati se moramo pomena zveznosti (oziroma pasti, ki jih skriva nezveznost) v
praksi. Kadar ra¢unamo, uporabljamo le nekatera racionalna stevila, vsa ostala Stevila pa
zaokrozujemo, torej zanje uporabljamo neke priblizke. Ce je funkcija v tocki xo zvezna in
x1 priblizek za xg, bo vrednost f(x;) priblizek za vrednost f(xg) — v okviru predpisane
(ali zeljene) natancnosti, Ge je le napaka |z — 1| dovolj majhna. Ce funkcija v tocki xo ni
zvezna, se lahko vrednost f(z1) mocno razlikuje od vrednosti f(z¢), ne glede na to, kako

dober priblizek za vrednost xg je x.

Primer 3.2.1. Pokazimo, da funkcija (3.1) v tocki 0 zadosca definiciji zve-
znosti.
Vzemimo poljubno majhen € > 0. Ce je |h| < 1, je

s -ro={ 3 20

Y

Neenacha
[f(h) = f(0)] <e
je izpolnjena za vsak |h| < ¢, torej je iskani 6 = min{1,e}.

Pokazimo se, da funkcija f v tocki 1 ni zvezna. Tu je

raen - ={ 5 15
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yrelb o _/_

Y //

Slika 3.10: Definicija zvezne funkcije

X f————]—

Zavsak 0 < 1,je |f(1+h)— f(1)| =1, ceje |h] < I in h < 0, torej ta razlika
ne more biti manjsa od nobenega ¢ < 1. [ ]

Limita

Ugotavljanje zveznosti funkcije le na podlagi definicije je precej naporno
celo pri tako preprostih funkcijah kot je (3.1). Potrebujemo kaksen bolj
prakticen kriterij za zveznost, s katerim si lahko pomagamo. Do takega kri-
terija pridemo s pomocjo pojma limite funkcije.

Definicija 3.2.2. Naj bo funkcija f definirana na intervalu (a,b), razen
morda v eni tocki £ € (a,b). Pravimo, da funkcija f konvergira k vrednosti
[, ko gre x proti &, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da je

[f(z) =] <&,

ce jele |€ — x| < 6.
Stevilo [ je limita funkcije f v tocki &, kar zapiSemo:

lirréf(a:) = alipa f(z)—=1, z—¢
x>
Primer 3.2.2. Limite funkcij:
1. Limita funkcije (3.1) v tocki 0 je
lim f(z) = 0.

z—0



3.2. ZVEZNE FUNKCIJE 7

Slika 3.11: Limiti funkcij sint in cost, t — 0

2. Spomnimo se definicije kotnih funkcij sin in cos: naj bo t kot z vrhom
v koordinatnem izhodis¢u v ravnini in prvim krakom na osi x, tocka
T(z,y) pa presecisce drugega kraka s kroznico

K = {(z,y); 2* +y* =1}

(pri tem merimo kote v pozitivni smeri, tj. v nasprotni smeri vrtenja
urinega kazalca). Potem je z = sint in y = cost. Na sliki 3.11 vidimo,
da za vsak, Se tako majhen £ > 0 najdemo tak kot ¢, da je

|sinh| <e in |cosh—1|<c¢

za vsak |h| < d: okrog tocke (1,0) nariSemo kroznico s polmerom ¢ in
drugi krak kota § potegnemo skozi tisto presecisce te kroznice s kroznico
K, ki je v zgornji polravnini. Iz te konstrukcije sledi

limsinz =0 in limcosz = 1.
x—0 x—0

Funkcija (3.1) v tocki 1 nima limite: ¢e se x Stevilu 1 priblizuje z leve
strani, je funkcijska vrednost ves ¢as enaka 0, ¢e se priblizuje z desne, pa se
f(z) priblizuje vrednosti —1. V taksnem primeru pravimo, da ima funkcija
levo limito enako 0, desno limito pa —1. SploSneje:
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Definicija 3.2.3. Funkcija f, definirana na intervalu (a, b), konvergira z leve
k vrednosti [, ko = narasca proti b, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je

[f(z) =1 <e,

cejeb—0o<z<h
Stevilo [ je leva limita funkcije f v tocki b, kar zapiSemo

}Ci}%f(:p):l ali  f(z) =1, x 7.

Podobno definiramo pojem desne limite:

Definicija 3.2.4. Funkcija f, definirana na (a,b), konvergira z desne k
vrednosti [, ko x pada proti a, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je

[f(z) =1 <e,

tejea<z<a+d.
Stevilo [ je desna limita funkcije f v tocki a, kar zapisemo:

li{‘nf(:c):l ali  f(x) =1, z\ya.

Neposredno iz definicij sledi:

Trditev 3.2.1.
lim f(z) =1

z—E

natanko takrat, kadar je

lim f(x) = lim f(x) = L.
lin f(2) = lim f (z)
Limite smo srecali ze pri zaporedjih, zato poglejmo kaksna je zveza med
limito funkcije in limito zaporedja:

Izrek 3.2.2. Naj bo f definirana na intervalu (a,b), razen morda v tocki
¢ € (a,b). Potem je

lim f(z) =1

z—E
natanko takrat, kadar za vsako zaporedje (x,,) z intervala (a,b), ki konvergira
proti &, zaporedje slik (f(x,)) konvergira proti [.
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Dokaz: Naj bo (z,) konvergentno zaporedje, {z,} C (a,b) z limito
lim,, o0 z,, = & in lim,_,¢ f(x) = [. Pokazimo, da je lim,_, f(x,) = L.

Ko izberemo ¢ > 0, lahko najdemo tak 6 > 0, da je |f(z) — | < ¢, ¢e
je le |z — &] < 0. Ker zaporedje (x,) konvergira proti £, obstaja naravno
stevilo ng, da za vsak n > ng velja ocena |z, — £| < 0, od tod pa sledi, da je
|f(x,) — | <e. Dokazali smo, da je lim, o f(z,) = [.

Recimo, da limita funkcije f(x), ko x — £ ne obstaja, ali je razlicna
od [. Pokazati moramo Se, da v tem primeru obstaja tako zaporedje (z,),
ki konvergira proti £, za katero zaporedje slik (f(x,)) ne konvergira proti
vrednosti [.

Ce stevilo [ ni limita funkcije f(z), ko z — &, obstaja tak ¢ > 0, da je v
vsaki d-okolici tocke £ vsaj ena tocka z, za katero je |f(z) — 1| > €. Tudi za
vsak 6 = 1/n obstaja taka tocka x,, da je [ —z,| < 1/nin |f(z,) — 1] > e.
Zaporedje (x,), ki ga tako dobimo, o¢itno konvergira proti £, vse vrednosti
f(x,) pa so od [ oddaljene za vec¢ kot e, torej zaporedje (f(x,)) gotovo ne
konvergira k 1. O

Podobne trditve veljajo tudi za levo in desno limito funkcije. Na primer:
lim, » f(r) = [ natanko takrat, ko za vsako narascajoce zaporedje x, — b
velja f(x,) — L.

Vpeljimo Se nekaj oznak, ki jih bomo pogosto uporabljali.

Naj bo f(z) = g(x)/h(z), kjer sta funkciji g(x) in h(x) zvezni v tocki a in
je h(z) # 0 za x # a, h(a) =0 in g(a) # 0. V tem primeru pravimo, da ima
funkcija v tocki a pol. Ko se x priblizuje polu, raste (ali pada) vrednost f(x)
preko vseh meja. Graf funkcije f(z) se priblizuje navpiéni premici x = a, ki
ji pravimo navpicna asimptota. Taksno vedenje funkcije opisemo simboli¢no

lim f(z) =00, ali lim f(z)= occ.
Tr—a Tr—a

Prva oznaka pomeni, da za vsak M obstaja tak § > 0, da je f(z) > M za
vsak x € (a — d,a + 9). Podobno velja za —oc.
Podobno definiramo oznake:

lim f(z) =oc0 in lim f(z) =0
z\a ( ) z'a ( )
ter

li = — i li = —00.
lm f(a) = =00 in lim f(z) = —o¢
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Ce je funkcija f(z) definirana na neomejenem intervalu [a, 00), se lahko
funkcijska vrednost priblizuje neki konéni vrednosti A, ko raste x — oco. V
tem primeru se graf funkcije f(x) priblizuje vodoravni premici y = A, ki ji
pravimo vodoravna asimptota. Taksno vedenje funkcije zapiSemo simboli¢no

lim f(z) = A,

T—00

kar pomeni, da za vsak £ > 0 obstaja tak M > a, da je |f(x) — A| < e, ¢e je
x> M.

Ce skupaj z z tudi funkcijska vrednost raste preko vseh meja, torej ¢e za
vsak A obstaja tak M, da je f(z) > A, ¢e je x > M, zapiSemo

le f(z) = 0.

Podobno lahko opisemo tudi vedenje funkcije, ki je definirana na neome-
jenem intervalu (—oo, b], ko gre z — —o0.

Kriteriji za zveznost funkcije

Limita funkcije v tocki x = £ lahko obstaja ali ne — ne glede na to, ali je
funkcija v tej tocki definirana. Ce je vrednost f(§) definirana, velja:

Trditev 3.2.3. Funkcija f(x) je v tocki & zvezna natanko takrat, kadar njena
limita v tocki & obstaja in velja

lim f(z) = f(¢)
r—E&
Zadnja trditev je preprosta posledica definicij zveznosti in limite in doloca
zelo uporaben kriterij za ugotavljanje zveznosti. Pogosto raje uporabimo
enakovredno trditev:

Trditev 3.2.4. Funkcija f(x) je v tocki & zvezna natanko takrat, kadar je

lim f(2) = lim f(z) = /(6).

Primer 3.2.3. Ce se Se zadnji¢ vrnemo k primeru (3.1), zlahka ugotovimo,
da je

lim f(x) = lim f(z) = £(0) =0,
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in f je v tocki x = 0 zvezna. V tocki x =1 je

lim f(z) =0 in  lim f(@) = f(1) = —1,

zato f v tocki x = 1 ni zvezna. [ ]

Ker je lim,~; f(z) = f(1) pravimo, da je funkcija (3.1) v tocki x = —1
zvezna z desne.

Definicija 3.2.5. Funkcija f je v tocki x = £ zvezna z leve, Ce je

lin f(2) = /(6)

in zvezna z desne, ¢e je
li = :
lin f(2) = f(¢)
Pogosto se zgodi, da funkcija f v tocki x = £ ni definirana, vendar obstaja
lim, ¢ f(x). V takih primerih lahko dodatno definiramo

f(§) = lim f(z).
z—E
Strogo gledano smo tako dobili novo funkcijo, ki ima vecje definicijsko obmoc-
je kot f (za tocko &), vendar so njene vrednosti enake vrednostim funkcije f
povsod, kjer je ta definirana, v tocki £ pa je ta nova funkcija zvezna. Pravimo,
da smo funkcijo f zvezno razsirili na tocko &.

Primer 3.2.4. Naj bo

(4221
fla) = =
Funkcija f v tocki 0 seveda ni definirana, obstaja pa
1 21 2 2
lim f(x) = lim% = lim e lim(2+42) = 2.
z—0 z—0 T z—0 Xz z—0
Ce torej dodatno definiramo
f(0) =2,

smo f zvezno razsirili na 0 (in povsod velja f(z) = x + 2). n
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Zapisimo Se en koristen kriterij za ugotavljanje zveznosti, ki prav tako
sledi neposredno iz definicije limite in zveznosti:

Trditev 3.2.5. Funkcija f(x), definirana na intervalu (a,b), je v tocki
¢ € (a,b) zvezna natanko takrat, kadar je

lim Ay = lim(f (€ +h) — f(£)) =0,

h—0

torej, kadar gre prirastek Ay odvisne spremenljivke proti 0, ko gre prirastek
h neodvisne spremenljivke proti 0.

Primer 3.2.5.

1. Pokazimo, da je konstantna funkcija f(z) = ¢ zvezna v vsaki tocki x:
Ay=flx+h)—flz)=c—c=0
in ocitno je tudi
lim Ay = 0.

h—0

2. Pokazimo Se za identi¢no funkcijo f(z) = x, da je zvezna v vsaki tocki

lim(f(z + ) = f(2)) = lim((z + h) — ) = 0.

h—0

Naslednji kriterij za zveznost je neposredna posledica izreka 3.2.2:

Izrek 3.2.6. Funkcija f(z), definirana na intervalu (a,b), je v tocki & € (a, b)
zvezna natanko takrat, kadar za vsako konvergentno zaporedje x, — £ velja

flan) = f(E).
Racunanje z zveznimi funkcijami

Iz izreka 3.2.2 sledi, da ima limita funkcije podobne lastnosti kot limita za-
poredja:

Izrek 3.2.7. Ce sta funkcifi f in g definirani na intervalu (a,b), razen morda
v tocki € € (a,b) in je lim, ¢ f(x) =1 in lim,_,¢ g(x) = m, velja:

lim(f(2) £ g(a)) = 1 £ m
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lim (f(x)g(x)) = Im,

T—E€

in, ce je g(x) # 0 v neki okolici tocke xi in m # 0,

lim (@) = i
—e\g(z) ) m
Posledica 3.2.8. Ce sta funkciji f(z) in g(z) zvezni v tocki € € (a,b), so v

¢ wezne tudi funkcije f(x) £ g(x) in f(x)g(x). Ceje g(€) # 0, je v & zvezna
tudi funkcija f(z)/g(x).

Primer 3.2.6. Oglejmo si nekaj zveznih funkcij. V primeru 3.2.5 smo pokazali,
da je identi¢na funkcija zvezna v vsaki tocki x € R. Potencna funkcija
f(x) = 2™ je produkt n zveznih funkcij f(x) = z - x-- -z, zato je zvezna v
vsaki tocki x € R.

Ker je konstanta tudi zvezna funkcija (glej primer 3.2.5), je produkt ax™
zvezna funkcija.

Polinom f(z) = a,2™ + ...+ a1x + ag je zato vsota zveznih funkcij in je
zvezen v vsaki tocki x € R.

Racionalna funkcija je kvocient dveh zveznih funkcij

a,T” + ...a1x + ag

q(z) = b 2™ + . bz + b

in je zvezna v vsaki tocki z € R, kjer je definirana, tj. tam, kjer je imenovalec
razlicen od 0. ]

Tudi naslednji izrek je neposredna posledica podobnega izreka 2.1.6, ki
govori o limitah zaporedij:

Izrek 3.2.9. Ce za funkcije f(x), g(x) in h(x), ki so definirane na intervalu
(a,b), razen morda v tocki £ € (a,b), povsod velja

g(x) < f(x) < h(z)

m
lim g(z) = lim h(z) =,
T—E€ z—E
je tudi
lim f(z) = 1.

r—E&
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P

B D

tgx

sinX

X cosX
O C A=1

Slika 3.12: Konvergenca funkcije (sinz)/x

Primer 3.2.7. Uporaba izreka 3.2.9:

1. Izracunajmo
sin x

lim
z—0 2
Na sliki 3.12 je ploscina trikotnika AOAB enaka (sinz)/2, ploséina
kroznega izseka QOAB je /2, plosc¢ina trikotnika AOAD pa (tgx)/2.
Ocitno je, da so te ploscine urejene po velikosti, torej za vsak = > 0
velja
sinz <z < tgw.

Za 0 < x < 7 jesinx > 0 in zgornjo neenakost lahko delimo s sin x, da
dobimo
x 1 sin x

- < oziroma cosx < —— < 1.
sinx  cosz T

1<

V primeru 3.2.2 smo se prepricali, da je lim, _,ocosx = 1, zato iz izreka

3.2.9 sledi:
sin x _1

lim
aN\O0 X

Na podoben nacin bi se prepricali, da je tudi leva limita enaka 1:

sin x
=1.

lim
z,/0 T
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2. V razdelku 2.1.4 smo pokazali, da

) 1\"
lim (1 + —) =e.
n

1 xT
lim (1 + —) =e. (3.2)
T—00 x

Pokazimo, da je tudi

Ker velja neenakost

(1+\xf+1)kﬂ<i(1+-%)x<:(1+”£J)Lﬂ+i

lahko v izreku 3.2.9 izberemo

g(x) = <1 + mi l)m in h(z) = (1 + Flj)mm.

Ker sta limiti

: : 1 A\"
Ji o) =t (1)

in
1 n+1
lim A(x) = lim (1 + —)
T—00 n
obe enaki e, mora veljati tudi (3.2). n

Izrek 3.2.10. Ce obstaja

lim f(z) =1

z—E
in je funkcija g(u) zvezna v tockiu = 1, obstaja tudi limita kompozituma go f
m je

lim(g o f)(x) = g(lim f(x)) = g(I).

r—E€ r—E&
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Dokaz. Naj bo (z,) poljubno zaporedje, ki konvergira proti . Ker f(z) —
[, ko v — &, sledi iz izreka 3.2.2, da (f(x,)) — . Ker je g(u) zvezna pri
u=f(&), je
(g(f(zn))) = (g o f)(xn) = g(0).
Po izreku 3.2.2 je torej
lim(g o f)(x) = g(1).

T—E€

S pomocjo trditve 3.2.3 od tod dobimo

Posledica 3.2.11. Ce je funkcija f(x) zvezna v tocki x = & in funkcija g(u)
zvezna v tocki u = f(&), je kompozitum (g o f)(z) zvezen v tocki x = &.

Ta rezultat lahko uporabimo tudi za dokaz zveznosti inverzne funkcije:

Izrek 3.2.12. Ce je funkcija f(x) injektivna (1j. e obstaja inverzna funkci-
ja f71) in zezna v toéki x = £, je inverzna funkcija f~(y) 2vezna v tocki

y = f(§).

Dokaz. Ker je f zvezna v tocki x = &, je
lim -1 = lim f! .
Jm W) = £ T y))

Po drugi strani je

lim f(f7'(y)) = lim y= f(¢),

y—f(§) y—f(§)

zato tudi

(yii% ) = 1(9).

Ker je f injektivna funkcija, mora biti

Tim f ) = €= FEO)

in je, po trditvi 3.2.3, funkcija f~! zvezna v tocki f(£). O

Primer 3.2.8. Funkcija f(z) = 2" je zvezna, zato je tudi njej inverzna
funkcija f~!(x) = {/x zvezna: za liho $tevilo n je definirana na celi mnozici
R, za sodo stevilo n pa le za x > 0. ]
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Zveznost funkcij na intervalu

Definicija 3.2.6. Funkcija f(z) je zvezna na odprtem intervalu (a,b), ¢e je
zvezna v vsaki tocki x € (a,b). Funkcija f(z) je zvezna na zaprtem intervalu
[a,b], ¢e je zvezna na odprtem intervalu (a,b), zvezna z desne v tocki a in
zvezna z leve v tocki b.

Za funkcijo, ki je zvezna na intervalu, lahko v vsaki tocki tega intervala k
vsakemu € najdemo tak J, da se bo funkcijska vrednost spremenila za manj
kot e, Ce se neodvisna spremenljivka spremeni za manj kot §. Seveda pa je
v vsaki tocki pri istem ¢ lahko potreben drugacen 6. Pri nekaterih zveznih
funkcijah pa pri vsakem ¢ na celem intervalu zadosca isti d:

Definicija 3.2.7. Funkcija f je na intervalu [a,b] enakomerno zvezna, ¢e
vsakemu € > 0 pripada tak § > 0, da je neenacba

|f(z1) = f(22)] <€
izpolnjena za vse take x1, x5 z intervala [a, b], za katere je |zo — 21| < 0.

Primer 3.2.9. Funkcija f(z) = 1/ je enakomerno zvezna na vsakem intervalu
[0, a], kjer je a > 0. Razliko f(x9) — f(z1) zapisemo kot

To — T1

Vi +xy

Naj bo e > 0in § = 2. Ker je zo > x5 — 71, je VT, > /g — 1, Se bolj pa
Vi, + /1, > \/xg — 1. Ce imenovalec v izrazu na desni v zgornji enakosti
zamenjamo z /xy — x1, se bo vrednost ulomka kve¢jemu povecala in

|f(x2) — f(z1)] > Vas — 21 < Vo =e.

Ta ocena velja za poljubni Stevili x; in x5 z intervala [0, a], ki zadoscata
pogoju |z — x1| < . Tako smo pokazali, da je funkcija f(z) = /x na
intervalu [0, a] enakomerno zvezna. u

1 < Iag.

flx2) = f(@1) = Vg, — Vo, =

Funkcija, ki je enakomerno zvezna na intervalu I, je zvezna v vsaki tocki
tega intervala. Na kon¢énem zaprtem intervalu se pojem zveznosti in pojem
enakomerne zveznosti ujemata, saj velja naslednji izrek, ki ga navajamo brez
dokaza. Bralec ga najde na primer v [8].
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Izrek 3.2.13. Ce je funkcija zvezna na zaprtem intervalu [a,b] zvezna, je
na tem intervalu enakomerno zvezna.

Izrek 3.2.13 ne velja za funkcije, ki so zvezne na odprtem intervalu. Pogle-
jmo primer:

Primer 3.2.10. Funkcija f(x) = 1/ je zvezna na odprtem intervalu (0, 1),
torej lahko za vsak € > 0 in za vsak = € (0, 1) najdemo tak ¢, da bo f(y) €
(f(x) —¢, f(x)+¢) zavsak y € (v — J,2 + §). Vendar pa je velikost tega §
moc¢no odvisna od tega, kje na intervalu lezi tocka x — ¢e je blize krajisca 1,
kjer se funkcija spreminja cedalje pocasneje, je ¢ lahko bistveno vecji kot ce
je x blizu krajisca 0, kjer se funkcija zelo hitro spreminja. Drugace povedano,
za Se tako majhen 9§, bo razlika

1 1

X X2

To — T1

T1T2

vecja od poljubnega €, ¢e sta le x; in x5 dovolj majhna in med seboj razlicna.
]

V preostanku tega razdelka bomo navedli nekaj lastnosti funkcij, zveznih
na zaprtem intervalu, ki jih bomo kasneje se veckrat uporabili.

Izrek 3.2.14. Funkcija f naj bo zvezna na intervalu [a,b] in naj bo v kraji-
§¢ih intervala razlicno predznacena: f(a)f(b) < 0. Potem obstaja vsaj ena

tocka & € (a,b), kjer je f(§) = 0.

Geometrijsko je izrek preprosto utemeljiti: ¢e je vrednost funkcije v
abscisne osi in mora, ker je neprekinjena krivulja, vsaj enkrat sekati abscisno
0S.

Pri dokazu izreka bomo uporabili metodo bisekcije, ki je uporabna tudi
za numeric¢no iskanje nicel funkcij.

Dokaz. Vzemimo, da je f(a) < 0in f(b) > 0. Interval [a, b] razpolovimo
s tocko x; = (a +b)/2. Ce je f(x;) = 0, smo niclo ze nasli, ¢e je f(x;) <O,
funkcija zamenja znak na podintervalu [xq,b], sicer pa na [a,z;]. Interval,
na katerem funkcija zamenja znak, zopet razpolovimo s tocko z,. Ce je
f(z2) # 0, izberemo podinterval, na katerem f zamenja znak. Ce ta postopek
nadaljujemo, dobimo zaporedje (x,,), s ¢leni, ki so razpolovis¢a podintervalov,
izberanih na vsakem koraku. Dolzina podintervala, ki ga izberemo na n-tem
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koraku je (a—0)/2" in na tem podintervalu so vsi ¢leni od n-tega dalje, torej
za vsak p velja:
|2y, — Tpap| < (b—a)/2".

Zaporedje (z,) zadosta Cauchyjevemu pogoju in je zato konvergentno. Nje-
govo limito oznac¢imo s &.

Pokazimo, da je ¢ iskana nicla, da je torej f(£) = 0. Ce bi veljalo f(£) =
e > 0, bi zaradi zveznosti funkcije f obstajal nek tak d, da bi za vsak x €

(& —6,£+9) veljalo
[f(x) = fOl = f(x) —e] <&,

torej f(y) > 0. Po drugi strani pa iz konstrukcije stevila & sledi, da so v
vsaki njegovi okolici tako tocke x, kjer je f(z) pozitivna kot tudi tocke, kjer
je f(x) negativna. Podobno se prepricamo, da ne more biti f(xg) < 0, torej
ostane le f(xg) = 0. O

Definicija 3.2.8. Funkcija f je na mnozici A omejena, e je slika
f(A)={f(z), z€ A} CR
omejena mnozica.

Izrek 3.2.15. Funkcija, ki je zvezna na zaprtem intervalu, je na tem inter-
valu omejena.

Dokaz: Recimo, da funkcija f(x) na zaprtem intervalu [a,b] ni navzgor
omejena. Potem obstaja za vsak n € N taka tocka x,, € [a,b], daje f(z,) > n.
Tako dobljeno zaporedje (x,) je omejeno, ker so vsi ¢leni na intervalu [a, b],
torej ima vsaj eno stekalisée £ € [a,b]. V tocki zi funkcija f ne more biti
zvezna, saj v vsaki okolici te tocke obstajajo ¢leni zaporedja (z,,), za katere
je f(x,) > n za poljubno veliko Stevilo n in zato ne moremo najti tako
majhnega Stevila d, da bi neenacba |f(€ +h) — f(£)| < 1 za vsak |h| < §. O

Mnozica vrednosti f([a, b]) zvezne funkcije je torej omejena mnozica, zato
ima svojo natantno zgornjo mejo sup,eq Jf (x) in svojo natan¢éno spodnjo
mejo inf,cpq ) f(z).

Izrek 3.2.16. Funkcija f, ki je zvezna na zaprtem intervalu |a, b, zavzame
v neki tocki ., € |a,b] svojo natanéno spodnjo mejo m in v neki tocki xy €
[a,b] svojo natanéno zgornjo mejo M.



90 POGLAVJE 3. FUNKCILJE

Dokaz: Dokazimo, da funkcija zavzame svojo natancno zgornjo mejo M =
sup{f(z), = € [a,b]}. Za vsak n € N obstaja kaksna tocka y, = f(x,), za
katero velja

Yn > M —1/n.
Tako imamo dve zaporedji: konvergentno zaporedje (y,) = (f(xy)) z limito
M in omejeno zaporedje (x,) s ¢leni {z,} C [a,b]. Naj bo & stekalisce
zaporedja (x,). Ker je f zvezna na intervalu [a, b], mora biti

M = lim y, = lim f(z,) = f(£)

in funkcija f v tocki £ zavzame svojo natancno zgornjo mejo d. O

Izrek 3.2.17. [Izrek o vmesnih vrednostih] Funkcija f, ki je zvezna na
zaprtem intervalu [a,b], na tem intervalu zavzame vsako vrednost med svojo
natancéno spodnjo mejo m in natancno zgornjo mejo M.

Dokaz: Ce je f konstantna funkcija, je m = M in funkcija to vrednost
tudi zavzame v vsaki tocki intervala.

Ce f ni konstantna funkcija, je m < M. Naj bo &tevilo A € (m, M).
Pokazati moramo, da obstaja stevilo x4 € [a,b], da je f(z4) = A.

Po izreku 3.2.16 na [a, b] obstajata tocki x,, in xy;, za kateri je f(z,,) =m
in f(zy) = M. Ker f ni konstantna funkcija, je m # M. Razlika f(z)— A je

flep)—A=m—-—A<0 in flzy)—A=M-A>0,
ki sta nasprotno predznacni. Po Izreku 3.2.14 je med x,, in z,; vsaj ena

tocka 2.4, kjer je f(xa) — A =0, torej je tam f(x4) = A. =

Zadnje tri izreke lahko na kratko povzamemo v obliki enega samega izreka

Izrek 3.2.18. Zaprt intervala se z zvezno funkcijo preslika v zaprt interval.

3.3 Pregled elementarnih funkcij

3.3.1 Algebraic¢ne funkcije

Funkcije delimo na algebraiéne in transcendentne. Med algebraicne funkcije
sodijo polinomi, racionalne funkcije, koreni in vse mozne kombinacije naste-
tih funkcij. Natancneje:
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Definicija 3.3.1. Funkcija f je algebraicna, ce odvisna spremenljivka y =
f(x) zadosca kaksni enacbi oblike

an ()Y + an_1(2)y" t + ..+ ar(2)y + ap(x) =0,
kjer so koeficient ag(x), ..., a,(z) polinomi spremenljivke z.

Na primer, funkcija f(z) = v/1 — 2?2 je algebraicna, ker y = f(x) zadosca

enacbi:
v +22—1=0.

Vsote, produkti, kvocienti, potence in kompozitumi algebrai¢nih funkcij
so spet algebraicne funkcije.
Primer 3.3.1. Narisimo nekaj grafov algebrai¢nih funkcij:

1. Priblizno narigimo graf polinoma p(z) = (z + 1)(z — 1)(z — 2)%

y

/x

Slika 3.13: Graf polinoma p(z) = (z + 1)(z — 1)(x — 2)2.

Polinom p, ima dve navadni ni¢li pri z = —1 in x = 1 ter dvojno niclo
pri x = 2. Poglejmo si Se predznak polinoma p, na vsakem od odsakov,
na katere nicle razdelijo realno os:

(—o0, =) [ {1} | (=1, 1) | {1} | (1,2) [ {2} | (2, 0)
- o | — o] + o] +

Graf polinoma p je na sliki 3.13.

2. Narisimo graf funkcije

Ugotovimo:
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(1) Funkcija je definirana za vsak x, razen za x = 2, kjer je pol.

2) Funkcija ima vrednost 0 za tiste x, ki so resitev kvadratne enacbe
J
2> —x=0,tojezaz =01inza x = 1.

(3) Funkcija lahko spremeni predznak le v nié¢li ali v polu, zato je

<0
>0
<0
>0

()

za
za
zZa
zZa

\

2r ~

|
|
|
L
|
|
|
|
|

Slika 3.14: Graf funkcije (2% — z)/(x — 2)

(4) Ker je f(x) =2+ 1+2/(x —2) in je

2
lim =0,
T—00 I —

je premica y = x + 1 poSevna asimptota, ki se ji graf funkcije f
priblizuje od spodaj, ko x — —o0 in od zgoraj, ko © — oo.

Graf funkcije f je na sliki 3.14. [ ]

3.3.2 Transcendentne funkcije

Funkcije, ki niso algebraicne, so transcendentne. Med elementarne transcen-
dentne funkcije sodijo logaritem in eksponentna funkcija, kotne ali trigono-
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metricne funkcije, inverzne trigonometricne ali ciklometri¢ne funkcije, hiper-
bolicne funkcije in inverzne hiperbolicne ali area funkcije. Seznama vseh
transcendetnih funkcij s tem Se zdale¢ nismo iz¢rpali.

Eksponentna funkcija

y
\
N\
AN 3
AN
N
~
~
~
/}\\
A T X
-1 1

Slika 3.15: Graf eksponentne funkcije a” za ¢ = e in a = 1/2

Funkcija oblike
flx) =a,

kjer je osmova a poljubno pozitivnho realno stevilo, ki ni enako 1, je ek-
sponentna funkcija. Vemo zZe (glej definicijo 2.1.6), da je potenca enoli¢no
definirana za vsako realno vrednost eksponenta, zato je eksponentna funkcija
definirana za vsak x. Zanjo sta znacilna adicijska izreka:

a*t =a"aY in (a®)? =a", (3.3)

ki ju ne bomo dokazovali. Vrednost eksponentne funkcije je povsod pozi-
tivna. Kadar je osnova a > 1, je eksponentna funkcija strogo narascajoca,
kadar pa je osnova 0 < a < 1, je funkcija strogo padajoca. V matem-
atiki je najpogosteje osnova eksponentne funkcije stevilo e, ki smo ga defini-
rali v razdelku 2.1.5, torej bomo najpogosteje srec¢evali eksponentno funkcijo

f(z) =¢€".
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Logaritemska funkcija

Eksponentni funkciji je je inverzna logaritemska funkcija. Dobimo jo tako,
da v eksponentni funkciji y = a® zamenjamo spremenljivki x in y:

x =a’ natanko tedaj, ko je y = log, .

Lastosti logaritemske funkcije lahko razberemo iz lastnosti eksponentne funkcije.
Ker je eksponentna funkcija povsod pozitivna, je logaritemska definirana za

x > 0. Kot eksponentna je tudi logaritemska funkcija za a > 1 strogo
naraSCajoca in za a < 1 strogo padajoca. Nicla logaritemske funkcije je pri

r = 1, ker je a® = 1. Iz adicijskega izreka za eksponentno funkcijo (3.3)
dobimo zvezo

log, (zy) = log, x + log, y, (3.4)

ki velja pri poljubni osnovi a.

y
4|
|
21\
\
\
. . . X
N\
1 \2 4 8
\\
_2 \\

Slika 3.16: Graf logaritemske funkcije log, z za a = e in a = 1/2

Kot pri eksponentni funkciji je tudi pri logaritemski v matematiki naj-
pogosteje osnova Stevilo e. Logaritmu, ki ima za osnovo stevilo e, pravimo
naravni logaritem in ga navadno pisemo brez osnove, torej je logx = log, x =
Inz.

Kotne funkcije

Osnovni kotni ali trigonometri¢ni funkciji sta sinus in kosinus, ki smo ju
definirali v razdelku 3.2. Povezani sta z enacbo

sin?z + cos?z = 1.
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Za funkciji sin in cos velja
sin(x +27) =sinz in  cos(z 4 27) = cosz,
zato sta sin in cos periodicni funkciji s periodo 2. Splosno definiramo:
Definicija 3.3.2. Funkcija f(zx) je periodi¢na s periodo w, ¢e je
flx+w) = f(x) zavsakz € R.

Najmanjsi periodi funkcije pravimo osnovna perioda.

\/(\ /1" /7 sinx
\ / \ / \ y
-2m Y\ " // \ / m Y 3m
\ \ \ cosx
\\/ _1. \/ \\

Slika 3.17: Grafa funkcij sinz in cosx

S pomocjo funkcij sin in cos sta definirani funkciji tangens in kotangens:

in Se sekans in kosekans, ki ju redkeje srecamo in ju zato tu ne bomo obrav-
navali. Tangens je definiran, povsod razen v tockah 7/2 + km, kjer ima
cos nicle, kotangens pa povsod razen v tockah km, kjer ima sin nic¢le. Obe
funkciji, tg in ctg sta periodiéni z osnovno periodo 7.

Nastejmo nekaj znanih lastnosti kotnih funkcij:

1. Funkciji sin in cos sta omejeni na vsej realni osi, njuna zaloga vrednosti
je interval [—1, 1], funkciji tg in ctg pa imata zalogo vrednosti enako R.

2. Funkcija sin je liha, cos pa soda. Funkciji tg in ctg sta obe lihi.
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Slika 3.18: Grafa funkcij tgx in ctgx
3. Spomnimo se adicijskih izrekov za kotne funkcije:
sin(x +y) = sinzcosy+ cosxsiny (3.5)
cos(x +y) = coszxcosy —sinxsiny (3.6)
tgx +tgy
t = == 3.7
g(z +y) v (3.7)
1 —ctgxctgy
t = ——= 3.8
cte(z +9) ctgr + ctgy (3:8)

4. Kotne funkcije so zvezne povsod, kjer so definirane. Zveznost funkcije

sinus lahko ugotovimo s pomocjo adicijskega izreka, saj je

lim sin(z + h) = sinz lim cos h 4 cos z lim sin h = sin x,

h—0 h—0 h—0
torej je funkcija sin zvezna na vsej realni osi. Ker je, zaradi adicijskega
izreka, cos x = sin(x+7/2), je tudi cos povsod zvezna funkcija. Funkeiji
tg in ctg sta tako kvocienta dveh zveznih funkcij in sta zato zvezni
povsod, kjer sta definirani.

Ciklometri¢ne funkcije

Ciklometriéne funkcije so inverzne kotnim funkcijam. Pri njihovi definiciji
moramo biti previdni, saj so kotne funkcije periodi¢ne in zato niso injektivne.
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Pri definiciji inverzne funkcije se moramo omejiti na tak interval, kjer je kotna
funkcija strogo monotona, torej injektivna.
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Slika 3.19: Grafa funkcij arcsinz in arccosx

Funkcija arkus sinus, ki jo piSemo kot arcsin, je inverzna funkcija sinusu,
omejenem na interval [—m /2, w/2]. Definirana je z relacijo

T =S8inY; Y € Zuesin = |—7/2,7/2]; © € Daresin = [—1,1].

Funkcija arcsin je narasc¢ajoca, liha in zvezna na celem svojem definicijskem
obmocju.

Funkcija arkus kosinus, arc cos, je inverzna funkcija kosinusu, omejenem
na interval [0, 7]. Definirana je z relacijo z = cosy, kjer je y € Zarccos = [0, 7]
inx € Dareeos = [—1, 1]. Je padajoca in zvezna na celem svojem definicijskem
obmocju.

Iz zveze

x=cosy =sin(n/2 —y), ye€|[0,n]

dobimo
y =arccosx in w/2—y = arcsinz,
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od koder sledi zveza med funkcijama arcsin in arc cos:
arcsinx + arccosx = /2.

Funkcija arkus tangens, arctg, je inverzna funkcija tangensu, omejenem
na interval (—m/2,7/2) in je dolocena z relacijo x = tgy, kjer je y € Zactg =
(—7m/2,7/2)in & € Dyetg = R. Je narascajoca, liha in zvezna na celi mnozici
R. Funkcija arkus kotangens, arc ctg, pa je inverzna kotangensu na intervalu
(0, ), torej je dolocena z relacijo = ctgy, ¥ € Zarcetg = (0,7) in x € R ter
je padajoca in zvezna na celi mnozici R.

y
_ Tt
N
N\
T2
\ arctg x
- _arcctgx
" " " B —1 X
-10 -5 5 10
-T2

Slika 3.20: Grafa funkcij arctgx in arcctgx

Podobno kot za arcsin in arc cos velja:

arctgx + arcctgr = w/2.

Hiperboli¢ne funkcije

Hiperboli¢ne funkcije so v marsicem podobne kotnim funkcijam. Osnovni
hiperboli¢ni funkciji sta hiperbolicni sinus

shg=2_°
2
in hiperbolicni kosinus
et +e*
chr = ——
2

Funkciji sh in ch sta povezani s podobno enacbo kot sin in cos:

ch’z —sh?z = 1.
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sht

cht

Slika 3.21: Zveza med tockami hiperbole in funkcijama sh in ch.

Tocka s koordinatama (cht,sht) torej lezi na hiperboli 22 — 3* = 1. Hiper-
bolicne funkcije bi lahko definirali podobno kot trigonometriéne, tako kot
kaze slika 3.21.

Poleg funkcij sh in ch sta Se hiperbolicni tangens in hiperbolicni kotangens,
ki sta definirana podobno kot pri kotnih funkcijah:

shx ef—e™®

tha = = ,
chx e*4 e

chx e*+e®
cthx = = .
shx e*—e=®

Vse hiperboli¢ne funkcije so definirane in zvezne za vsa realna Stevila, razen
cth, ki ni definirana za x = 0.
Hiperboli¢ne funkcije imajo podobne lastnosti kot trigonometricne:

1. Funkcija sh je liha, navzgor in navzdol neomejena in strogo narascajoca.

2. Funkcija ch je soda, navzdol omejena, za x < 0 strogo padajoca in za
x > 0 strogo narascajoca.

3. Funkcija th je liha, omejena in strogo narascajoca.

4. Funkcija cth je liha, neomejena in strogo padajoca na (—oo,0) in na
(0, 00).

Za hiperboli¢ne funkcije tudi veljajo podobni adicijski izreki kot za trigonometricne
funkcije:
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‘ X
-2 -1 1 2
-3
Slika 3.22: Grafa funkcij sha in chx
sh(zx +y) = shxzchy+chzshy (3.9)
ch(r+y) = chaxchy+shxzshy (3.10)
thx +thy
th = — 3.11
(z+y) 1+thxthy (3:.11)
1+ cthzcthy
th = — 3.12
cth(z +y) cthz + cthy ’ (3.12)

iz dobimo podobne relacije, kot smo jih Ze srecali pri trigonometri¢nih funkci-
jah:

ch’z —sh?z = 1 (3.13)
ch?z +sh’z = ch2x (3.14)
2shzchxr = sh2x (3.15)

Dokazimo na primer adicijski izrek za sh. Izrac¢unajmo izraz na desni:

shzchy+chashy (3.16)
= i (€ —e )" +e )+ (" +e ™) eV —e¥))  (3.17)

1 1
— Z (9e%eY —z,Y) — Z (pZtY _ o—(z+y)
—4(266 +2e e )—2(6 e ). (3.18)
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Slika 3.23: Grafa funkcij thx in cthz
To je enako sh(x 4 ). Vsi ostali dokazi so podobni. OJ

Inverzne hiperbolicne funkcije

Funkcije sh, th in cth so injektivne, zato obstajajo njihove inverzne funkcije.
Funkcija chz je strogo narascajoca za x > 0 in soda, zato se pri defini-
ciji inverzne funkcije omejimo na interval [0, 00), kjer je funkcija ch strogo
monotona. Inverzne funkcije hiperboli¢nih funkcij imenujemo area funkcije
in jih oznac¢ujemo po vrsti z Arsh, Arch, Arth in Arcth. Podobno kot se
hiperbolicne funkcije izrazajo racionalno z eksponentno funkcijo, se obratne
hiperboli¢cne funkcije izrazajo z logaritmom algebraicnih funkcij.

Primer 3.3.2. Izra¢unajmo funkciji y = sh x inverzno funkcijo Arsh.
Inverzna funkcija zadosca relaciji z = shy = (e? — e7¥) /2, odtod

e —2ze¥ —1=0.
Iz te enacbe izracunamo e’ = x + V1 + 22, in
y = Arshz =log(x + V1 + x2).

Podobno lahko dobimo tudi ostale obratne hiperboli¢ne funkcije izrazene kot
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logaritme.

Archx
Arthz

Arcthz
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log(z 4+ Va2 — 1)
11 1+2x2
9 BT
1 x+1

_1 .
2 8

lz] <1

|z| > 1.



Poglavje 4
Odvod

4.1 Definicija odvoda

Naj bo funkcija f definirana na intervalu (a,b) in xy tocka s tega intervala.
Vzemimo stevilo h, dovolj majheno, da je tudi zo + h € (a,b) in

Ay = f(zo+h) — f(xo)
prirastek funkcijske vrednosti. Diferencni kvocient funkcije f v tocki xg

flay + h}i — f(@o) _ Y — plan, 1)

pove, kako hitro se v povpre¢ju spreminja vrednost funkcije f med tockama
To + h in zg.

Definicija 4.1.1. Funkcija f je v tocki xg odvedljiva, ce obstaja limita
diferen¢nega kvocienta:

(o) = lim f(xo +h) — f(xo)

h—0 h ’

ki ji pravimo odvod funkcije f v tocki x.

Odvod f’(x¢) meri hitrost, s katero se vrednost funkcije spreminja v blizini
tocke xg.

103



104 POGLAVJE 4. ODVOD

Primer 4.1.1. Izrac¢unajmo odvode funkcij:
1. Za funkcijo f(z) = 2? je diferencni kvocient enak

h2_ 2
@(z,h)z%z2x+h.

Njegova limita obstaja v vsaki tocki z in je enaka

f/(ff) = fllli% 90(26, h) = 2.

2. Vzemimo f(x) = sinz. Potem je

sin(z + h) —sinx

h) =
o(w, h) .
B sinx cosh + cosxsinh — sinx
a h
n
: . . cosh—1 . sinh
}lg%w(:c, h) = smxflllﬂ%T + Cosx}lllir(l]T
) . cosh—1
= ginzlim —— + cosz.
h—0
[zrac¢unajmo posebej limito:
. cosh—1 . cosh—1 cosh+1
lim ——— = lim .
h—0 h h—0 h cosh—+1
—sin’h

lim ——M—

b h(cosh + 1)
I sin h sin h
- hl—>r% h cosh+1
= <_1) 5 =0,

[\ ]

torej je

f(z) = }lliir(l)go(x, h) =sinz -0+ cosx = cosz.
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Diferencni kvocient je enak tangensu kota, ki ga premica skozi tocki
(o, f(x0)) in (zo + h, f(xo + h)) na grafu oklepa s pozitivnim delom osi
x, torej smernemu koeficientu te premice. Ko h — 0, ta premica (sekanta
grafa) drsi proti tangenti. Funkcija je odvedljiva v tocki xy natanko takrat,
kadar ima njen graf v tocki (xo, f(zo)) tangento, odvod f’(zg) pa je smerni
koeficient te tangente.

y
T (%1, )1)
To (%0 % M
h
B 7 X

Slika 4.1: Odvod funkcije

Lahko se zgodi, da v kaksni tocki limita diferencnega kvocienta sicer ne
obstaja, obstaja pa leva limita:

fl(iUo—O)zlllifnéf(xoth})l_f(on).

Taka funkcija je v tocki x¢ odvedljiva z leve, limita je levi odvod funkcije v
tocki zy. Ce obstaja desna limita:

(oo +0) = i SRR =T (0),

je f v tocki xg odvedljiva z desne, limita pa je desni odvod funkcije v tocki
Zo-

Funkcija f je v tocki xy odvedljiva natanko tedaj, kadar levi in desni
odvod obstajata in sta enaka.
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Primer 4.1.2. Odvedljivost funkcij:
1. Naj bo f(x) = |z|. V tocki zy = 0 je levi odvod enak
/ TR ] e
FO=0=Im =%~
desni odvod pa je
, R ) I
f(0+0)—}111{‘% - _ilzl{_‘%h_l'

Funkcija v tej tocki ni odvedljiva. To se na grafu funkcije pozna tako,
da je v tocki xy graf prelomljen.

y

N

Slika 4.2: Zvezna funkcija, ki ni odvedljiva, je pa odvedljiva z desne in z leve

Splosno velja: ce je levi odvod v neki tocki razlicen od desnega, graf
funkcije v tej tocki nima tangente. Ce se tocki priblizujemo z leve, drsi
sekanta grafa proti premici s smernim koeficientom f’(zo—0) (vcasih ji
pravimo leva tangenta). Ce se priblizujemo z desne, drse sekanta proti
premici s smernim koeficientom f’(zo 4+ 0) (proti desni tangenti). V
tocki A(zo,yo) se graf funkcije prelomi.

2. Funkcija

xsin% ;s x#£0
ﬂ@:{ 0 ;2=0

je v tocki o = 0 zvezna, saj je

lim x sin — = 0,
x—0 €T
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vendar ni odvedljiva, saj limita

_ in(1
lim f(h) = £0) _ lim hsin(1/h) _ lim sin(1/h),
h—0 h h—0 h h—0
ne obstaja. Funkcija ni odvedljiva niti z desne niti z leve. Graf v tej

tocki nima ne leve ne desne tangente. [ ]

Slika 4.3: Graf funkcije f(x) = zsinl/x; f je v tocki 0 zvezna, vendar ni
odvedljiva niti z leve niti z desne

Kot kazeta funkciji v primeru 4.1.2, obstajajo funkcije, ki so zvezne, pa
niso odvedljive. Obratno se ne more zgoditi:

Izrek 4.1.1. Ce je funkcija v neki tocki odvedljiva, je v tej tocki tudi zvezna.

Dokaz. Naj bo funkcija f odvedljiva v tocki xy. Ker je

f(wo +h) = f(wo)
. ,

je tudi
lim f(z +h) = f(z0) + 0 f'(wo) = f(o)

in, zaradi izreka 3.2.3, je funkcija f zvezna v x,. U

Na podoben nacin dokazemo, da je funkcija, ki je v neki tocki odvedljiva
z desne (ali z leve), tudi zvezna z desne (ali z leve).
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Definicija 4.1.2. Funkcija f je odvedljiva na odprtem intervalu (a,b), ¢e je
odvedljiva v vsaki tocki = € (a,b). Na zaprtem intervalu [a,b] je odvedljiva,
¢e je odvedljiva v vsaki tocki z € (a,b) in ¢e v levem krajiscu a obstaja desni
odvod, v desnem krajisc¢u b pa levi odvod.

Iz izreka 4.1.1 sledi, da je funkcija, ki je na nekem intervalu odvedljiva,
na tem intervalu tudi zvezna. Njen odvod f'(x) je tudi funkcija, definirana
na tem intervalu.

4.2 Pravila za odvajanje

1. Konstantna funkcija f(xz) = C je odvedljiva v vsaki tocki, njen odvod
je:

i LEHR) —f@) _p C=C
h—0 h h—0 h

2. Identi¢na funkcija f(x) = z je odvedljiva v vsaki tocki, njen odvod je:

f'(z) = lim @+h)—a

= 1.
h—0 h

3. Ce sta f in g odvedljivi funkeiji, sta odvedljivi tudi vsota f + ¢ in
razlika f — ¢ in velja:
(f+9)'=f+g In (f-g'=[f—4g"
Dokaz. Naj bo F' = f 4 g. Diferen¢ni kvocient funkcije F' v tocki z je
Fleth) - F(@) Jleth) - f(@)  glz+h)—g()

h h h
V limiti, ko h — 0, leva stran konvergira proti F’(z), desna pa proti
f'(x) + ¢'(z). Podobno velja za odvod razlike. O

V posebnem primeru, ko je g konstantna funkcija, od tod sledi:
(f+C)y=1r.
Pravila za odvajanje vsote lahko posplosimo na vsoto n funkcij:

ittt fu) =it 41
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4. Produkt odvedljivih funkcij f in g je odvedljiva funkcija in velja

(f9) = f'9+ 4"
Dokaz. Naj bo F' = fg. Diferen¢ni kvocient za funkcijo F' je

Fle+h) - F(x)  flezt+h)glx+h) - fx)g(z)

h h

FEE =IO o0+ (o)

gz +h) —g(x)
; :

Ko h — 0, konvergirata ulomka proti f'(z) in ¢'(z), g(z + h) pa proti
g(x). B

Ce je ena od funkcij konstanta, iz tega pravila sledi:
cf)y=cy.

Tudi pravilo za odvod produkta dveh funkcij lahko posplosimo na pro-
dukt vec funkcij:

(fr-forfu) = fifor ot fifs ot ot fifor 1
Primer 4.2.1. Najbon € Nin f(x) =2" =x-x---z. Potem je

f/(!E):1-:E---:E+:E-1---ZE+---+:E-1‘---1:nxn_l.

5. Kvocient f/g dveh odvedljivih funkcij f in g je odvedljiva funkcija v
vsaki tocki, kjer je g # 0, in velja

(i)/ _f9—1d
g 9

Dokaz. Diferencni kvocient za funkcijo f/g je

L(fx+h) flo)\
h (g(w+h) N g(w)) a
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Ko gre h — 0, konvergirata ulomka v stevcu proti f'(z) in ¢'(z), g(z+h)
pa proti g(z). O

Primer 4.2.2. Izracunajmo odvode

(1) Odvod potence z negativnim eksponentom:

1
flx)=2"=—, neN:
xn
0-2"—1- nz"! n
/ _ _
f ($) o xr2n o _:L,n—l—l :
(2) Odvod racionalne funkcije:
2 +1

() = 20(2® — 1) —32*(2* +1)  —a' —32* — 22
e (% — 1)2 T @1

6. Ce je funkcija u(z) odvedljiva v tocki xy in funkcija f(u) odvedljiva v

tocki ug = u(zo), je sestavljena funkcija (fog)(z) = f(g(z)) odvedljiva
v tocki x in je

(f (u(@o))) = f'(uo) - u'(wo). (4.1)

Dokaz. Izra¢unajmo diferencni kvocient v tocki =g za funkcijo F(x) =

[ (u(z)):

F(xo+h) — F(xo)  f(u(xo+h)) — flu(w))
) = P . (4.2)

Naj bo
k= u(xo+ h) — u(xo).
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Ker je u odvedljiva v tocki xg, je tudi zvezna, in zato je

}lllg(l)k = }ILIL%[UCL’O + h) — u(x)] = 0.

Od tod sledi:
Fzo+h) — F(zo) _ f(uo+ k) — f(ug) ulzo+ h) — u(w)
h

h k
V limiti, ko h — 0, gre tudi £ — 0 in dobimo enacbo (4.1). O

Primer 4.2.3. Vzemimo, funkcijo f(x), katere odvod poznamo. Izra-
¢unajmo odvod funkcije g(x) = f(z — a) (tj. funkcije, ki jo dobimo, ¢e
f premaknemo za a vzdolz osi ). V tem primeru je g(z) = f(u(x)),
kjer je u(z) = x — a, in u/(z) = 1, torej

g'(z) = fllu@)'(z) = f'(u(z)) = f(z—a).
V primeru 4.1.1 smo izracunali, da je (sinz) = cosz. Zaradi
, T
COS T = sln (x + —) ,
2
je
/
(cosz) = <sin <a: + g)) = cos (az - g) = —sinuz. (4.3)

7. Naj bo f injektivna funkcija, tako da obstaja njena inverzna funkcija
[~ Ce je f odvedljiva v tocki x in je f'(z) # 0, je f~! odvedljiva v
tocki y = f(z) in velja:

1
f'()
Dokaz. Ker sta si funkciji inverzni, je Fi(x) = f~1(f(z)) = z. Odvod

funkcije F'(x) = x je enak 1, iz pravila za posredno odvajanje sledi:

1=F(2)= () f(z)

(f W) : (4.4)



112 POGLAVJE 4. ODVOD

Primer 4.2.4. Potenca 2", n > 1 je odvedljiva funkcija, njen odvod je (z")" =

naz" ' # 0 za vsak z # 0, zato je tudi njej inverzna funkcija f~'(y) = y*/™
odvedljiva v vsaki tocki y = 2™ # 0 in velja

1 1 1 -

1/7L / frng g g _ —
(y ) (xn)/ nxn—1 n(yl/n)nfl ny

Ce je p/q poljubno racionalno stevilo, je /9 = (x/9)P, in po pravilu za
posredno odvajanje je

(zP/1) = p(z/ )L lxl/q—l _Povia—1 (4.5)

q q
Formule, ki smo jih dobili v primerih 4.2.1 in 4.2.2 so samo posebni primeri
tega splosnega pravila. [ ]

4.3 Odvodi elementarnih funkcij

Odvod eksponentne funkcije

(a®) = a"loga (4.6)
Dokaz. Ker je
a:erh_ah B mah_l
no T
je odvod enak

a — 1
J:/: xl .
(a”) TR R

Da bi izracunali zgornjo limito, definirajmo novo spremenljivko s predpisom
t = a" — 1. Zanjo velja t — 0 obenem ko h — 0. Ker je h = log(1+1t)/loga,
je

(4.7)

ah—l_ tloga log a
h o logl+t log(l+t)/t

torej je v limiti
Coah—1 loga
lim

= — l
h—0 h lim; o log(1 + ¢)1/t 08 a

(glej primer 3.2.7). Ko to vstavimo v enacbo (4.7), dobimo (4.6). O
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Posebno preprosta je enacba (4.6) v primeru, ko je a = e, saj je
(ex)l — ex.

Odvod logaritemske funkcije

1

1 ' = 4.8
(log, ) = o~ (43)

Dokaz. Ker je logaritem y = log, x definiran kot inverzna funkcija potence
r =a’, je

() 1 1 1
€T) = == — .
4 2(y)  avloga xloga
0
Poseben primer tega pravila je odvod naravnega logaritma
1
1 =,
(log ) = —
Odvod potence
(") = ra" ! (4.9)

Dokaz. Odvod potence z" z racionalnim eksponentom r smo ze izracunali
v primeru 4.2.4. Veljavnost formule (4.9) za realen eksponent dokazemo tako,
da potenco, zaradi 2" = €"'°6%_ odvajamo kot posredno funkcijo:

(xr)l — (erlogm>l — erlogm(,r lOg.’L‘)/ — xri — Tl’ril.
x
]
Odvodi kotnih funkcij

(sinz) = cosx (4.10)
(cosz) = —sinx (4.11)

1
tgx) = =1+ tg? 4.12
(tg ) g Lttee (4.12)

—1
(ctgx) = = —(1+ctg’z) (4.13)
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Dokaz. Formulo (4.10) smo dokazali ze v primeru 4.1.1, formulo (4.11)
pa v primeru 4.2.3.

Odvod funkcije tgx = sinx/ cosx dobimo s pravilom za odvajanje kvo-
cienta

cos? x cos?x’

. / .
sinx cos?x + sin’z 1
Cos T

(twe) = (

Enako izpeljemo tudi formulo za odvod funkcije ctgx = cosx/sinx

(cte z)’ (cosx)’ —cos?x —sin®z —1
C x — == = .
& sin sin? x sin? z
U
Odvodi ciklometri¢nih funkcij
1
(arC sin l’)l = \/17_73;2 (414)
1
(arccosz) = Vi (4.15)
1
(arctgz) = a2 (4.16)
1
(arcctgz) = 1Tia (4.17)

Dokaz. Formulo (4.14) dobimo z uporabo pravila za odvod inverzne funk-
cije:
1 1
(arcsinz) = — — _
(siny)  cosy

Ker je cosy = \/1 —sin?y za vse y € [~7/2,7/2], dobimo
1
V1—a?

Formulo (4.15) dobimo najenostavneje, ¢e odvajamo identiteto

y' = (arcsinz) =

. m
arcsinx + arccosxr — 5

in dobimo !

V1—22

+ (arccosz)" = 0.
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Za odvod funkcije arctg uporabimo pravilo za odvod inverzne funkcije:

(arc tg )’ 1 9 1 1
arctgx) = = cos*y = = .
& (tgy) Y 1+tgy 1+ a2
Odvod funkcije arc ctg dobimo podobno. O

Odvodi hiperboliénih funkcij

(shz) = chz (4.18)
(chz) = shax (4.19)
(thz) = ch12 - (4.20)
(cthz) = 5;213; (4.21)

Dokaz. Formule (4.18-4.21) dobimo s pomoc¢jo pravila za odvod posredne
funkcije in definicije hiperboli¢nih funkcij. O

Primer 4.3.1. S pomocjo pravil za odvajanje in tabele 4.1 lahko izracu-
namo odvod vsake funkcije, ki je sestavljena le iz teh elementarnih funkcij.
Naredimo nekaj zgledov:

1. Racionalno funkcijo

odvajamo kot kvocient

3(¢* —2) —2z(3x+1)  32*+22+6
(22 — 2)2 B (22 —2)2 7’

fl(2) = 2] # V2.

2. Odvod kvadratnega korena poljubne odvedljive funkcije

y = +/ f(x) dobimo po pravilu za odvajanje posredne funkcije

= U@ = S
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funkcija odvod opomba
z" ra’ ! relR
a” a”loga a>0
e’ e’
log, x L a>0,x>0
a xloga
log x % x>0
sin x COS T
Cos T —sinx
1 1
tgx s e v# (k+3)m
—1
ctgx 2o x # km
: 1
arcsinz —— —-1<z<1
V1—2? -
—1
arccos x —— -1 <z <1
V1—2? -
1
arctgx 1522
—1
arcctgx 1T 22
sh x chz
chz sh x
1
th
. ch?
—1
th 0
cthzx 2 x #
Tabela 4.1: Odvodi elementarnih funkcij
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3. Funkcijo y = sinv/1 + 22 odvajamo kot posredno funkcijo
/
y = cosV1+ a? (\/1+x2> =

(1+ 22) x
cosV14+ 12— =cosV1+ 12———.
241 + 22 V14 22

Doloéimo se vrednost odvoda za x = 1:

y'(1) = % cos V2.

4. Tudi funkcijo y = log(z + V2?2 4+ a) odvajamo kot posredno funkcijo.
Naj bo u = z + V22 + a,y = log u, pa dobimo
Vs 1
r+Vii+a Valt+a

y' = (logu)u' =

5. Algebrai¢no funkcijo, ki jo doloca implicitna relacija
4o — 5y + 2% —3x + 4y — 6 =0, (4.22)
najenostavneje odvajamo tako, da enacbo (4.22) odvajamo po spre-
menljivki x in pri tem upostevamo, da je y odvisen od x:
8x — by — by’ +4yy — 3+ 4y =0,
od koder dobimo odvod
) = 8r — dHy — 3_
or —4dy —4
6. Funkcijo y = z” najlaze odvajamo tako, da jo najprej logaritmiramo
logy = xlog x,
nato pa pri odvajanju upostevamo na x upostevamo, da je log y posredna

funkcija spremenljivke x, torej

/

y—zlogx+1
Y

in od tod
vy =y(l+logz) = 2"(1 +logx).
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4.4 Diferencial

Naj bo funkcija f odvedljiva na intervalu (a,b), tocki z in x + Az na tem
intervalu in Ay = f(z + Az) — f(x) sprememba vrednosti funkcije f, ko se
x spremeni za Az. Odvod f'(x) lahko zapisemo kot

Ay

oo flet A = f@)
flw) = Jim Ar = Jim

Razlika med odvodom in diferen¢nim kvocientom

A
n= A—i—f/(flf)

gre proti 0, ko Az — 0. Prirastek funkcijske vrednosti
Ay = f'(x)Az + nAx
je torej pri majhni spremembi Az priblizno enak
Ay =~ f'(z)Aw.

Obicajno pisemo Ax = dx, izrazu

pravimo diferencial funkcije f(x).
Odvod se z diferencialom izraza kot

/ ) dy
flla)=y'=—".
Ta zapis za odvod ima nekaj prednosti, saj je neposredno razvidno, po kateri
spremenljivki odvajamo, pa tudi nekatera pravila za odvajanje se v tej obliki
pregledneje zapisejo. Na primer, pravilo za posredno odvajanje zapiSemo: ¢e
ey = f(u) in u=u(), jo

dy dy du

dr  du dz’

pravilo za odvod inverzne funkcije x = f~!(y) pa kot
dr 1
dy  dy/dz’
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y
D/
Cny
A dy
a B
X h=dx x+h X

Slika 4.4: Diferencial funkcije

S slike 4.4 vidimo, da je sprememba neodvisne spremenljivke enaka AB =
h, prirastek funkcijske vrednosti BD = Ay in diferencial enak BC = 3/ dx =
dy. Diferencial funkcije v doloceni tocki je enak spremembi ordinate tangente
na graf funkcije v tocki A pri spremembi abscise za dx. S slike tudi vidimo,
da se pri odvedljivi funkciji Ay in dy razlikujeta tem manj, ¢im blize lezita
tocki A in D oz. ¢im manjsa je sprememba dx neodvisne spremenljivke.

7 diferenciali si mnogokrat pomagamo pri racunanju pribliznih vrednosti
funkcij, saj velja

flx+de) = f(z) + Ay ~ f(z) +dy = f(z) + ['(z) dz.

Primer 4.4.1. Tzratunajmo priblizno vrednost potence (1.02)'?. Zanima nas
vrednost funkcije 2'? v tocki 1.02 = 1 + 0.2

FO4+02)=f(1)+ f/(1)-0.02=1+12-0.02 = 1.24.

Rezultat, ki smo ga dobili, si lahko razlagamo takole: pri povprecni mesecni
inflaciji 2% je letna inflacija priblizno enaka 24%. Vendar je tak priblizek
uporaben samo, ¢e je dr majhen (tj. pri majhni mesecni inflaciji). Vecji ko
je dx, vecjo napako smo pri aproksimaciji naredili, tako da pri velikih vred-
nostih dx priblizek s pravo vrednostjo nima ve¢ nobene prave zveze (v nasem
primeru smo ze v obmocju vprasljive vrednosti priblizka — letna inflacija pri
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povprecni mesecni inflaciji 2% je enaka 26.8% in napaka 2.6% je lahko v tem
primeru Ze zavajajoca). [

4.5 Visji odvodi

Ce je funkcija f odvedljiva na nekem intervalu, je njen odvod f nova funkcija,
definirana na tem intervalu, ki je lahko odvedljiva. Odvod te funkcije

" — (f/)/

imenujemo drugi odvod funkcije f. Ce je tudi ta odvedljiv, je njegov odvod
" = (f") tretji odvod funkcije f. Na splogno pravimo: ¢e je (n—1)-vi odvod
funkcije f odvedljiva funkcija, je njen odvod

(fo0y = g

n-ti odvod funkcije f (ali odvod n-tega reda), funkcija f pa je n-krat odvedljiva.
Za funkcijo, ki ima odvod poljubnega reda, pravimo, da je neskon¢nokrat
odvedljiva.

Primer 4.5.1. Neskonc¢nokrat odvedljive funkcije:

1. Vsak polinom
f(2) = apz™ + ap_12" ' + -+ az + ag
je neskoncnokrat odvedljiva funkcija na celi mnozici R, saj je
fl(x) = napa" '+ (n—1ap_ 12" >+ +a;

f™ = nn-1)---1-a, =nla,

) = 0 za vsak m > n

2. Funkciji sinx in cosz sta neskoncnokrat odvedljivi na celi mnozici R,
njuni odvodi so:

(sinz) = cosz = sin (:c + g) ; (cosz)' = —sinz = cos (3: + E)

(sinz)” = —sinz = sin(x + 7); (cosxz)” = —cosx = cos(x + )
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in za vsak n € N:
(sin )™ = sin (az + %) : (cosz)™ = cos (3: + %) : (4.23)

Formuli (4.23) brez tezav dokazemo z matemati¢no indukcijo. Podrob-
nosti prepuscamo bralcu. [ ]

Ce je funkcija f dvakrat odvedljiva, je njen diferencial drugega reda enak
d*y = d(dy) = (f'(z) dz)'dzw = f"(x) da?,
odvod drugega reda se z diferencialom zapise
i Ly
dx?’
Podobno z diferenciali visjega reda izrazimo visje odvode:
N )
dx3’ dz"
Drugi odvod sestavljene funkcije. Drugi odvod posredne funkcije y =
f(u), u=u(x) dobimo tako, da prvi odvod, torej funkcijo

_ dydu

d
= [l (a) = 222

dx

odvajamo in dobimo:

&y
dz?

Py (du\® dyd?
= f"(u) (W (2))* + f(u)u"(z) = d—j (ﬁ) ﬁd—;-

Podobno lahko izracunamo visje odvode posrednih funkcij.

Visji odvodi produkta. Vzemimo n-krat odvedljivi funkciji u in v. Odvodi
produkta y = uv so

Yy = w'v 4+ uv
uv 4 200 + u”

— ul/l,U + 3u”'U, + 3ulv1/ + U”/
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in splosno

y = ( Z ) uP Rk, (4.24)
0

k=

Tudi dokaz formule (4.24) z matemati¢no indukcijo prepuséamo bralcu.

Drugi odvod inverzne funkcije. Naj bo f dvakrat odvedljiva injektivna
funkcija. Inverzna funkcija f~! je dolo¢ena z relacijo

F(f (@) ==

Ce to enacbo enkrat odvajamo in pisemo f~'(z) = y, dobimo (tako kot pri
izpeljavi formule (4.4) za odvod inverzne funkcije):

Fly)- (@) =)y =1
Ce enacbo odvajamo §e enkrat in upostevamo formulo (4.4), dobimo
(") -y) -y + Fwy" = ") )+ fy) -y =0,
torej je drugi odvod enak

—1\7 n _f”(y) : (y/>2 _ _f”<y)
S (RN,

4.6 Lastnosti odvedljivih funkcij

Naj bo f odvedljiva funkcija na intervalu [a,b]. Ce je v neki tocki = € (a, b)
odvod f'(x) pozitiven, torej

o) — 1 D) = £ @)

h—0 h >0,

mora biti za dovolj majhen h tudi diferencni kvocient

flz+h) - f(x)

" > 0.

Razlika funkcijskih vrednosti f(x+h)— f(x) je negativna, Ce je h negativen, in
pozitivna, ¢e je h pozitiven. To pa pomeni, da funkcijska vrednost ob prehodu
skozi tocko x naraséa — v tockah levo od tocke z (tj. tockah (x + h), kjer
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/

y

/ X x+h X

Slika 4.5: Funkcija f(z) ob prehodu skozi tocko x narasca.

je h negativen) je manjsa kot f(z), v tockah desno od z (tj. tockah (x + h),
kjer je h pozitiven) pa je vecja kot f(z) (glej sliko 4.5).

Na podoben nacin se prepricamo, da funkcijska vrednost ob prehodu skozi
tocko, kjer je odvod negativen, pada.

Tezje je ugotoviti, kaj se dogaja s funkcijsko vrednostjo ob prehodu skozi
tocko zg, kjer je f'(zg) = 0. V takih tockah je tudi diferencial funkcije, ki
je ocena za funkcijsko spremembo, enak 0, torej se funkcijska vrednost ob
prehodu skozi tako tocko spreminja zelo pocasi. Tocki xq, v kateri je odvod
f'(xg) = 0, pravimo kriticna ali stacionarna tocka funkcije f.

4.6.1 Lokalni ekstremi

Definicija 4.6.1. Funkcija f ima v tocki ¢ lokalni maksimum, ¢e obstaja
tako stevilo 6 > 0, da je f(z) < f(c) za vsak z € (¢ — d,¢ + 6). Ce je
f(z) < f(c) za vsak € (¢ — d,¢+ 0), razen za x = ¢, je v tocki ¢ strogi
maksimum funkcije f.

Kadar obstaja stevilo § > 0, za katerega je f(z) > f(c) za vsak = €
(c—6,c+0), ima funkcija f v tocki ¢ lokalni minimum. Ce je f(z) > f(c) za
vsak = € (¢ — d,¢+ 0), razen za x = ¢, je v tocki ¢ strogi minimum funkcije

f-

Primer 4.6.1. Funkcija f(z) = |z| ima v to¢ki x = 0 strogi lokalni minimum,
saj je za vsak x € R, f(z) > 0 in je f(0) = 0. ]
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Lokalni minimum in lokalni maksimum imenujemo s skupno besedo lokaln:
ekstrem. Pridevnik lokalni pomeni, da nas zanima obnaSanje funkcije le v
blizini doloc¢ene tocke. Funkcija lahko doseze v tocki, ki je od tocke ¢, kjer
je na primer lokalni maksimum, oddaljena ve¢ kot § vrednost, ki je vecja od
vrednosti f(c), in ima lahko tudi ve¢ lokalnih maksimumov in ve¢ lokalnih
minimumov.

Izrek 4.6.1. Fermat' Ce je funkcija f odvedljiva, je tocka c, v kateri ima
lokalni ekstrem, kriticna tocka, torej je f'(c) = 0.

/

Slika 4.6: Odvod funkcije mora biti enak 0 v tockah ekstrema

Dokaz. Recimo, da ima f v tocki ¢ lokalni maksimum. Za vse x dovolj
blizu ¢ mora biti f(z) < f(c), zato je levi odvod v tocki ¢

fle+m) =) -
h

— Y

/ 1
Fle=0)=lim

desni odvod pa

f/(c+0):}13{%f(c+h})l_f(c) <.

Ker je funkcija odvedljiva, mora biti levi odvod enak desnemu, kar je mogoce
le, ce je f'(c) = 0.

!Pierre Fermat (1601-1665), francoski matematik, poznan predvsem po svojih rezul-
tatih v teoriji stevil. Od njegovih trditev je verjetno najbolj slaven pred kratkim dokazani
zadngi Fermatov izrek.
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Dokaz za minimum je podoben. U

Pogoj f'(c) = 0 iz Fermatovega izreka je potreben pogoj za obstoj ekstrema,
vendar pa ni zadosten. Na primer, funkcija f(z) = 2 ima v tocki 0 odvod
enak 0, kljub temu pa v tej tocki nima ekstrema, saj je 2° < 0 za z < 0 in
23 >0zax>0.

Primer 4.6.2. Uporaba lokalnega ekstrema:

1. Pois¢imo tocko na krivulji y = 22, ki je najmanj oddaljena od tocke
(0,1) (slika 4.7).

X

Slika 4.7: Razdalja med tocko na paraboli in tocko (0, 1)
Razdalja od tocke (z,z?) na krivulji do tocke (0,1) je enaka
d(z) = \/x2 + (22 —1)2 = Vot — 22 + 1.

Funkcija d(x) je povsod definirana (izraz pod korenom je vedno pozi-
tiven) in odvedljiva, torej ima lokalne ekstreme v kriti¢nih tockah:

473 — 22
d'(z) = =0.
2Vt — 2?2 + 1
Ta enacba ima tri resitve, zato imamo tri kriticne tocke:

1
11 =0, @To3=+—1.

V2
Geometrijski razmislek pove, da v eni (ali ve¢) od teh kriti¢nih tock
funkcija res zavzame najmanjso vrednost. Ker je
V3

d(xz1) =1, d(xg) =d(x3) = >
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sta najmanj oddaljeni od tocke (0,1) tocki
Ti(1/v/2,1/2) in Ty(—1/v2,1/2),
njuna oddaljenost je d(z;) = d(z3) = v/3/2.

2. Eden od mnogih fizikalnih zakonov, ki jih lahko obravnavamo s pomocjo
lokalnega ekstrema kaksne funkcije, je odbojni zakon. Zarek svetlobe
z virom v tocki A se odbije od ravnega zrcala proti tocki B. Pot, ki
jo zarek pri tem opise, je lomljena ¢rta, sestavljena iz dveh daljic: AC
in CB, kjer je C' tocka na zrcalu. Po Fermatovem nacelu, znanem iz
fizike, svetloba potuje tako, da je potreben ¢as za prehod iz ene do druge
tocke najkrajsi. Tocko C, kjer se svetloba na zrcalu odbije, moramo
dolociti tako, da bo vsota dolzin |AC| + |C'B| najmanjsa. Postavimo
koordinatni sistem tako, da bo zrcalo na osi x, tocka A pa na osi y:
A(0,a) (slika 4.8). Ce je B(c,d), moramo torej dolociti = v C(z,0)
tako, da bo imela funkcija

d(z) = dy(z) + do(z) = Va2 + a2 + \/(c — x)? + 2

minimalno vrednost. Odvod je

Kriti¢éna tocka je tam, kjer je d'(z) = 0:

X cC—X

di(z) ~ do(z)

Na levi strani enacbe je ravno sinus vpadnega kota a;, na desni pa sinus
odbojnega kota f3:

sin o = sin 3.

Ker sta oba kota ostra, od tod sledi dobro znani odbojni zakon, ki
pravi, da je odbojni kot enak vpadnemu. [ ]

Pozor! Funkcija ima lahko lokalni ekstrem tudi v tocki, ki ni kriti¢na
tocka — namrec¢ takrat, kadar v tocki lokalnega ekstrema ni odvedljiva. Tak
je ekstrem funkcije f(x) = |z| v primeru 4.6.1.
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A(0,a)
B(c,d)

dg (l‘)

Slika 4.8: Odboj svetlobe

4.6.2 Odvedljive funkcije na zaprtem intervalu

Izrek 4.6.2. Rolle? Funkcija f, ki je odvedljiva na zaprtem intervalu [a, b]

in ima v krajiscih enaki vrednosti f(a) = f(b), ima na intervalu (a,b) vsaj
eno kritiéno tocko.

a C b\ *
Slika 4.9: Rollov izrek
Dokaz. Ker je funkcija f odvedljiva na [a, b, je na tem intervalu zvezna.

Po izreku 3.2.15 je omejena, po izreku 3.2.16 pa na [a,b] zavzame svojo
natancno spodnjo mejo m in svojo natancno zgornjo mejo M. Ce je m = M,

2Michel Rolle (1652-1719), francoski matematik.
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je funkcija konstantna in je njen odvod enak 0 na celem intervalu. Ce pa je
m < M, zavzame funkcija f vsaj eno od vrednosti m in M v neki notranji
tocki ¢ € (a,b). V tocki ¢ je v tem primeru lokalni ekstrem. Ker je f
odvedljiva, iz Fermatovega izreka sledi, da je f’(c) = 0, torej je ¢ kriticna
tocka. ]

sprememba funkcijske vrednosti na intervalu enaka 0, Rollov izrek trdi, da
je v neki tocki na intervalu odvod enak tej povpreéni vrednosti spremembe.
Naslednji izrek pove, da to pravzaprav velja za vsako odvedljivo funkcijo
— vedno obstaja neka tocka na intervalu, v kateri je odvod enak povprecni
spremembi funkcijske vrednosti.

Izrek 4.6.3. Lagrange® Ce je f odvedljiva funkcija na konénem intervalu
[a,b], obstaja na tem intervalu vsaj ena tocka c, kjer je

Fb) = fa)

fey =12 (4.25)

Dokaz. Definirajmo funkcijo g:

f(b) = f(a)

gla) = fla) - H2—

(x —a).

Funkcija g je odvedljiva povsod na intervalu [a, b], njen odvod je

g = ) - =S

Poleg tega je g(a) = g(b) = f(a), torej funkcija g zadosca pogojem Rollovega
izreka. Na intervalu [a, b] obstaja tako vsaj ena tocka ¢, v kateri je odvod
funkcije g enak 0, to pa pomeni, da enacha (4.25) velja. O

Lagrangeov izrek pove, da na gladki krivulji y = f(x) med tockama A
in B obstaja vsaj ena tocka D, v kateri je tangenta na krivuljo vzporedna
sekanti skozi tocki A in B (slika 4.10).

Lagrangeov izrek je osrednja lastnost odvedljivih funkcij. Oglejmo si
nekaj njegovih klju¢énih posledic.

3Joseph Louis Lagrange (1736-1813), francoski matematik in astronom, zacetnik teorije
analiti¢nih funkcij.
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Slika 4.10: Lagrangeov izrek

Izrek 4.6.4. Funkcija f, ki je na intervalu [a,b] odvedljiva in je njen odvod
povsod enak 0, tj. f'(x) =0 za vsak x € (a,b), je konstanta.

Dokaz. Vzemimo poljuben z € (a,b]. Po Lagrangeovem izreku je f(z) —
fla) = f'(¢)(x — a) za nek ¢ € (a,z). Ker pa je odvod funkcije f povsod
enak 0, je tudi f’(c) = 0, torej je f(x) = f(a). Funkcija f je konstanta na
intervalu [a, b]. O

Izrek 4.6.5. Funkciji fi in fo, ki imata povsod na intervalu [a,b] enaka
odvoda, se razlikujeta kvecjemu za konstanto:

fao(z) = fi(z) + C.

Dokaz. Razlika F' = fy — f; ima odvod F'(z) = fi(x) — fi(x) = 0. Po
izreku 4.6.4 je F(z) = fao(x) — fi(z) = C. O

Ce sta funkciji f in g odvedljivi na intervalu [a, b], nam Lagrangeov izrek
za vsako posebej zagotavlja obstoj tocke, v kateri je odvod ravno povprecna
sprememba funkcijske vrednosti na intervalu. Obstaja tudi tocka, kjer je
odvod enak povprecéni vrednosti spremembe za obe funkciji hkrati:

Izrek 4.6.6. [Cauchy/ Funkciji f in g naj bosta zvezni na intervalu [a,b),
v vsaki notrangi tocki tega intervala odvedljivi in naj bo ¢'(x) # 0 za vsak
x € (a,b). Potem obstaja Stevilo ¢ € (a,b), da je

f(0) = fla) _ f'e) (4.26)
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Dokaz. Funkcija g zadosca pogojem Lagrangeovega izreka, zato je v neki
tocki ¢; € (a,b)
9(b) = g(a) = (b —a)g'(c1) # 0,
torej je g(b) # g(a). Sestavimo funkcijo
Fx) = f(z) = Ag(x)

in konstanto A dolo¢imo tako, da bo F'(a) = F(b):

torej je

L’Hépitalovo pravilo

L’Hopitalovo pravilo (ki ga je v resnici odkril Johann Bernoulli*) je preprosta
posledica Cauchyjevega izreka in je zelo uporabno sredstvo za racunanje
nedoloénih izrazov oblike 3 ali 2.

Izrek 4.6.7. 'Hépital® Naj bosta funkciji f in g definirani in odvedljivi na
intervalu (a,b) in g'(x) # 0 za vsak x € (a,b). Ce v tocki xy € (a,b) velja
f(zo) = g(z0) =0, je /

lim —f<x> = lim f(z)

5 g~ g2)

pri pogoju, da limita na desni obstaja.

4Johann Bernoulli (1667-1748), §vicarski matematik, ukvarjal se je z diferencialnimi
enacbami in z variacijskim ra¢unom

5Guillaume Francois Antoine I'Hépital (1661-1704), francoski matematik, eden od za-
Cetnikov infinitezimalnega racuna
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Dokaz. Naj bo x > xy. Po Cauchyjevem izreku velja:

flx) _ flx) = fxo) _ f'lc)
g(x)  glx) —glze)  ¢'(c)’

kjer je ¢ med z in zy. Ko gre x — xg, gre tudi ¢ — x¢, zato je

lim @ = lim fle)

s glz) e g'(0)

V drugi limiti imamo sicer drugo spremenljivko (¢) kot v prvi (z), vendar
na vrednost limite to ne vpliva, saj vrednost limite ni odvisna od simbola,
ki ga uporabimo za oznako spremenljivke (taki spremenljivki pravimo tudi
gluha (vezana) spremenljivka). u

L’Hopitalovo pravilo ima ve¢ variacij. Seveda velja v isti obliki, kot je
zapisano za limito, tudi za levo in za desno limito. Napisimo kar brez dokaza
Se dve verziji:

Izrek 4.6.8. Naj bosta funkciji f in g odvedljivi na intervalu (a,b), razen v

tocki v € (a,b) in ¢'(x) # 0 na intervalu (a,b). Ce je

lim f(z) =200 4n lim g(x) = to0,
T—T0 T—T0
je
/
lim _(:1:) = lim fz)

o g(z)  wom ga)’

pri pogoju, da druga limita obstaja.

Izrek 4.6.9. Ce sta f in g odvedljivi na nekem intervalu (a,c0), razen v
tocki g € (a,b), ce je g'(x) # 0 na tem intervalu in ce je

lim f(z) = lim g(x) =0

T—r00 T—00

alt

lim f(z) =00 in lim g(x)= oo,
T—00 T—r00

)
@) R )

potem je

pri pogoju, da druga limita obstaja.
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Primer 4.6.3. Izracunajmo limiti:

1.
1 1—-1/z—1
lim (V2?2 —z—z) = lim x (\/1—— —1>: lim Vvi-lz-l
1—1/x)" Y2 /222 —1 1
:lim( /%) /x:limiz——.
z—300 —1/x? v 2\ /1 —1/x 2
2.

. coszr — 1 . —sinx
= lim——— = lim - =0
z=0SInT + xcosx z—w0 2COST — TSIN T

4.6.3 Monotonost in zadostni pogoji za ekstrem

V razdelku 3.1 smo Ze definirali monotonost (narasc¢anje in padanje) funkeij.
Za odvedljive funkcije je ugotovaljanje narascanja ali padanja preprosto, saj
velja:

Izrek 4.6.10. Odvedljiva funkcija je na intervalu [a, b] nara$éajoéa natanko
takrat, kadar je f'(x) > 0 za vsak x € (a,b), in padajoéa natanko takrat,
kadar je f'(x) <0 za vsak x € (a,b).

Dokaz. Naj bo f'(z) > 0 za vsak = € (a,b) in vzemimo poljubni tocki
x1, Ty € (a,b), kjer je x1 < xo. Iz Lagrangeovega izreka sledi, da v neki tocki
x € (21, 12) velja:

==Y

Ker je f'(x) >0, je f(y) < f(2), kar pomeni, da je funkcija narascajoca. Ce
je f'(x) < 0 na intervalu (a,b), na podoben na¢in dokazemo, da je funkcija
padajoca.
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Po drugi strani, naj bo funkcija f naras¢ajoca na intervalu [a,b] in = €
(a,b) poljubna tocka. Potem je za vsak h > 0, za katerega je x + h < b,

flx+h)— f(x) >0

in za vsak h < 0, za katerega je x + h > a, tudi

Flz+h) — f(z) < 0.

Diferencni kvocient je v vsakem primeru kvocient dveh enako predznacenih
kolicin, zato je
fl@+h)— f(z)
h

> 0,

torej mora biti

L S~ (@)
h—0 h

f'(x) =

Podobno dokazemo, da je odvod padajoce funkcije vedno manjsi ali enak 0.
OJ

> 0.

Primer 4.6.4. Ugotavljanje monotonosti funkcij s pomocjo odvoda:

1. Doloc¢imo intervale, na katerih funkcijska vrednost narasca ali pada, za
funkcijo f(z) = 2? + 2/x. Odvajamo:

Odvod je negativen za vsak x < 1, x # 0 in pozitiven za vsak x > 1,
tocka x = 1 je krititna tocka. Interval narascanja je [1,00), intervala
padanja pa sta (—oo,0) in (0, 1].

2. Pokazimo, da je funkcija
f@)=0+z)Y" =2V neN, n>1

monotono padajo¢a na celem intervalu [0, c0).
Odvod je
((1 + x)(lfn)/n . x(lfn)/n) )

S|

() =
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Slika 4.11: Graf funkcije 22 + 2/x

Ker je x < 14 z in eksponent (1 — n)/n negativen, je
x(l—n)/n > (1 _i_x)(l—n)/n’

torej je f'(x) < 0 za vsak z € [0, 00).

Od tod lahko izpeljemo zanimivi dejstvi. Najprej, f(z) < f(0) za vsak
x € [0,00), torej za vsako pozitivno Stevilo in za vsak n € N, n > 1
velja

(14 2)V/m — 2™ > 1,
Poleg tega vemo, da je funkcija f(x) injektivna (saj je vsaka strogo
monotona funkcija injektivna), torej je obrnljiva na intervalu [0, c0),

zato ima enacba
fl)=1+a)/ =" =y

natanko eno resitev za vsak y iz zaloge vrednosti Z; = (0, 1]. |

Iz izreka 4.6.10 sledi preprosta metoda, s katero ugotavljamo, ali funkcija
f v kriti¢ni tocki ¢ zavzame lokalni ekstrem. Ce lezi tocka ¢ na intervalu
(a,b), kjer je f'(x) > 0, oCitno v njej ne more biti lokalnega ekstrema, ker
po izreku 4.6.10 funkcija na tem intervalu narasca. Podobno velja, ce je
f'(x) < 0 na nekem intervalu (a, b) okrog tocke c. Tako:

Izrek 4.6.11. Prvi zadosten pogoj za obstoj lokalnega ekstrema.
Funkcija f(x) zavzame v kriticni tocki ¢ lokalni ekstrem natanko takrat, kadar
odvod ob prehodu skozi tocko ¢ spremeni znak. Ce je f'(x) < 0 za z < ¢ in
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f'(x) >0 za x> ¢, je v tocki ¢ lokalni minimum, v obratnem primeru pa je
v tocki ¢ lokalni maksimum.

Primer 4.6.5. Funkcija

T
ima odvod )
, 11—z

= - = 0

f(x) T

kriticni tocki sta x1 2 = £1. Odvod f'(z) je:
negativen za xr < —1,
pozitiven za —1 <z <1,
negativen za x > 1,
zato je v tocki x = —1 minimum, v toc¢ki x = 1 pa maksimum. ]

Ce je funkcija f v kriticni tocki ¢ dvakrat odvedljiva, si lahko pomagamo
tudi z drugim odvodom: ¢e je f”(c) > 0, prvi odvod f’(x) ob prehodu skozi
totko ¢ narasca; ker je f'(¢) = 0, mora biti f/(x) negativen za = < ¢ in
pozitiven za x > c¢. Odtod sledi, da je v tocki ¢ lokalni minimum. Podobno
se prepricamo, da je v tocki ¢ lokalni maksimum, ¢e je f”(c) < 0. Velja torej:

Izrek 4.6.12. Drugi zadosten pogoj za obstoj lokalnega ekstrema.
Ce je funkcija f v kriticni tocki ¢ dvakrat odvedljiva in je f"(c) > 0, zavzame
f v ¢ lokalni minimum, ce je f"(c) <0, pa lokalni maksimum.

Primer 4.6.6. Funkcija
f(z) =2° —62° +9r — 1

z odvodom
fl(z) =32 =120 +9 =0,

ima kritiéni tocki 1 = 1 in x5 = 3. Drugi odvod
f"(x) = 6x —12

je v tocki x negativen, tu je lokalni maksimum, v tocki x5 pa pozitiven, tu
je lokalni minimum. [ ]
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4.7 Taylorjeva formula

Funkcija f, ki je odvedljiva v neki tocki a, ima v tej tocki diferencial df =
f'(a)dz. Ce je x dovolj blizu a, je vrednost

fa) +df = f(a) + f'(a)(z — a)

dober priblizek za funkcijsko vrednost f(z). Funkcijsko vrednost lahko zapi-
§-mo kot vsoto

f(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + Ry,
kjer gre napaka R; proti 0, ko x — a, prva dva ¢lena pa predstavljata vred-
nost linearne funkcije f(a) + f'(a)(x — a) pri .

Taylorjeva formula omogoca, da za funkcije, ki so odvedljive ve¢ kot
enkrat, priblizek iz diferenciala izboljsamo tako, da funkcijsko vrednost f(x)
aproksimiramo z vrednostjo Taylorjevega polinoma. Poleg tega omogoca, da
ocenimo napako R, ki jo pri tem naredimo.

Izrek 4.7.1. Taylorjeva formula® Funkcija f naj bo (n+1)-krat odvedljiva
na intervalu (b, c) in naj bo a € (b,c). Potem za vsak x € (b, c) velja

f(z) = f(a) + f'(a)(z —a) + %@(m —a)’+ -+ f(72|<a> (x —a)" + R,.
Napaka R, je enaka i)
o fn+1 (g) n+1
n = m(l’ —a)"",

kjer je & neka tocka med a in x.

Dokaz. Vzemimo poljuben z € (b, ¢). Za vsak y med a in = naj bo

kjer je & tocka med a in z.

6Brook Taylor (1685-1731), angleski matematik.
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Ce funkcijo F(y) odvajamo, dobimo

(n+1)
Fu) = —f@)+ () - o)+ Dy
(n+1)
_ S ;! (v) (z — )" (4.27)

Po drugi strani ima funkcija
(.T _ y)n—I—l
G<y> = F<y) - (.T _ a>n+1F<a’)

v tockah a in x vrednost 0: G(a) = G(x) = 0, in po Rollovem izreku je v
neki tocki med a in z

G/(f) _ F/(f') + (n+ 1)($ - g)n

(x —a)rt!

F(a) =0,
zato je

(x —a)™t!
(n+ 1)@ =&

Ce v tej enacbi upostevamo (4.27), dobimo

Pla) = ~F(¢)

_ () n_(w—a)™t Y n
= e T iy Y .
in izrek je dokazan. U
Polinom
f"(a) f"™(a)

(x—a)’+-+

fa) + fi(a)(w — a) + = (r —a)"
imenujemo Taylorjev polinom funkcije f stopnje n okrog tocke a. Napake
R, seveda ne moremo natancno izracunati, ker ne poznamo tocke & — vemo
samo, da je to neka tocka med a in x. Pogosto pa poznamo kaksno oceno za
(n + 1)-vi odvod funkcije na intervalu (b, ¢):

|f(n+1)<x)‘ S M za vsak x € <b7 C)?

n!

ki da oceno za napako

|Ry| <

_ n+1
] 1)!|x al"".
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Primer 4.7.1. Polinom f(z) = (1+ )", n € N, je (n+ 1)-krat odvedljiv na
celi R, njegov k-ti odvod, k£ < n, je enak

fO@)y=nn—-1)---(n—k+1)(1+z)"*
Koeficienti Taylorjevega polinoma stopnje n so

®(0) n(n—1>---<n—’f+1>:<”), k<n.

k! k!

Ker je f"*(z) = 0 za vsak = € R, je napaka R, = 0. Taylorjeva formula v
tem primeru ni ni¢ drugega kot binomski izrek:

f(:c):(1+x)":zn:<z>xk.

k=0

Ce je funkcija f oo-krat odvedljiva na intervalu (b, ¢), lahko desno stran
Taylorjeve formule zapisemo v obliki vrste

*) (g o £(k) (g
o)+ o=+t TS o = S B et

ki ji pravimo Taylorjeva vrsta funkcije f okrog tocke a. Delne vsote te vrste
so ravno Taylorjevi polinomi. Ce za nek x € (b, ¢) velja

lim R, =0,

n—oo

konvergira Taylorjeva vrsta proti vrednosti f(z), zato lahko zapisemo

% M) (g
f@) =3 T

Primer 4.7.2. Taylorjeve vrste elementarnih funkcij:

1. Najbo f(z) = (1+2)™, kjer je eksponent m neko racionalno stevilo. Ce
jem < 0, funkcija f pri = —1 ni definirana, na intervalu (-1, 1) pa je
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definirana za vsak m in je oo-krat odvedljiva, torej jo lahko razvijemo
po Taylorjevi formuli okrog tocke 0. Ostanek

m
— 1 m—n+1,n+1
R= () grs

gre z narasc¢ajocim n proti 0 za vsak = € (—1,1), saj gre

n+1
T

1+ m—n—l—lxn-l—l — 1+ m—+2
+6) R

z narascajocim n proti 0, ker je

Za vsak |z| < 1 tako velja:

(1+2)™ = i (?) 2", (4.28)

k=0

Visti (4.28) pravimo binomska vrsta. Ce je eksponent m € N, je bi-
nomska vrsta konc¢na, saj je

(7;:):0, za k>m

in binomska vrsta se reducira na konéno vsoto iz primera (4.7.1).

Poglejmo Se posebej primer m = —1. V tem primeru je
-1\ _ (D2 (=R
torej za |z| < 1,
(L)t =) (~1)at,
k=0

kar je dobro znana formula za vsoto geometrijske vrste s kvocientom
q=—z.
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2. Eksponentna funkcija je oo-krat odvedljiva na celi mnozici R, vsi njeni
odvodi so enaki funkciji:

(e") ™ =e® zavsak n €N,

Taylorjeva formula za razvoj okrog tocke 0 je:

k! k!
k=0 k=0

+ R,.

Pokazimo, da gre pri vsakem = € R ostanek R,, — 0, ko gre n — oo. Vzemimo
poljuben x € R in ocenimo ostanek:

Ox |z|
e " e
< - n
[ enl ‘(n+1)' _(n+1)!|x| ’
torej je za vsak n
0< IR elzl .
< < = .
Za zaporedje a, velja rekurzivna formula
a =a i
n+1 nn+ 2

Od tod sledi, da je za n > ||z|] to padajote zaporedje pozitivnih Stevil, torej
konvergentno, z limito, ki je resitev enacbe
|z|

a = a lim =0, torej a=0.

Od tod pa sledi, da je tudi lim,, o |Ry,| = 0.
Za vsak x € R torej velja:

k

> T
ex:Zy
k=0

3. Funkcija log z je oo-krat odvedljiva, njeni odvodi so

1 1 1

"(z) = — "x)=——,... M — (—1)"Y(n —1)I—.

Pla)=t P = 0= (1)

Tako je Taylorjeva formula okrog tocke 1 za funkcijo log enaka
~ fM(Q) 4

log(1+z) = Y St R, (4.29)

2 3 n
= e ST ()T S+ R (430)

3
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Ostanek R,, konvergira proti 0 za vsak |z| < 1 (dokaz za to najdemo
na primer v [8]).

4. Zapisimo Taylorjevo formulo za funkcijo f(x) = sin x okrog tocke a = 0.

Odvodi so
(n) o 77,_71') _ 0; n =2k
torej je
, x> 2P
smx:x—ﬁjtg—i—...—i—]%n.
Ostanek vrste lahko ocenimo:
. (n+1)w
R,| = sin(fr + “5-) ., < 1 )
(n+1)! (n+1)!
to pa pri vsakem = € R konvergira proti 0, ko gre n — oco. Zato je
22k—1
sinz = Zoom za vsak x € R.

k=1
Na podoben nacin pridemo do Taylorjeve vrste za cos x:
22k
COST = %oo k) za vsak xr € R.

Taylorjeva formula in Taylorjeva vrsta sta zelo uporabno orodje za razisko-
vanje funkcije v blizini tocke, okrog katere razvijamo. Oglejmo si njeno
uporabnost pri racunanju limit in pri iskanju ekstremov funkcij.

Nedoloceni izrazi Pogosto lahko nedolocene izraze oblike

lim _f(:p) ,
rT—ra g(l‘)
kjer je
lim f(z) = lim g(x)
r—a Tr—a
hitreje in uspesneje kot z ’'Hopitalovim pravilom izracunamo tako, da zapi-
Semo nekaj ¢lenov v razvoju funkcij f in g v Taylorjevo vrsto okrog tocke
a.
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Primer 4.7.3. Izrac¢unajmo

. Vit zx—1—x/2
lim

x—0 23;‘2

o (14 a/2+ U222 oy 1 — g2
—;_)I% 232‘2

Ze v izreku 4.6.12 smo ugotovili, da je v kritiéni tocki ¢, kjer je funkcija f
dvakrat odvedljiva, obstoj ekstrema zagotovljen, kadar je f”(c) # 0. Kadar
je f"(c) =0, o obstoju ekstrema ne moremo sklepati. S pomocjo Taylorjeve
formule lahko dokazemo:

Izrek 4.7.2. Tretji zadosten pogoj za obstoj lokalnega ekstrema.
Funkcija f, ki je (n+1)-krat odvedljiva, ima v kriticni tocki ¢ lokalni ekstrem,
ce je

flo=r)=...=f"e)=0 in fT()#0,
Ejer je n sodo stevilo, in sicer lokalni maksimum, ce je f™(c) < 0 in lokalni
minimum, ce je f™(c) > 0. Ce je n liho Stevilo, ekstrema v tocki c ni.

Dokaz. Zaradi Taylorjeve formule je

(n—1) (n)
fle+h)=fle)+ f(c)h+---+ j(?nfl(;)h"l +1 n!@hn
(n)

kjer je £ tocka med ¢ in c4h. Recimo, da je n = 2k sodo stevilo in f™(c) > 0.
Za dovolj majhen h je tocka ¢ dovolj blizu tocke c in tudi £ (¢£) > 0, obenem
pa je h" = (h*)¥ > 0 za vsak h in zato velja

LG
n!

fle+h) = f(c)

za vsak h. V tocki c je torej lokalni minimum. Podobno dokazemo, da je v
tocki ¢ lokalni maksimum, ¢e je n = 2k in £ (c) < 0.
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Kadar pa je n liho stevilo, je predznak potence A™ odvisen od predznaka
h, zato je tudi predznak razlike f(c+ h) — f(c) odvisen od predznaka h. To
ze pomeni, da v tocki ¢ ni ekstrema. O

Primer 4.7.4. Funkcija f(x) = x — arctgx ima odvod

1

") =1— ——

f)=1- 1=,

enak 0 pri x = 0, torej je x = 0 kriticna tocka. Izrac¢unajmo odvode visjega
reda:

f(z) = —dx(l+2*)72 f7(0) =0,
f"(x) = —4(1+ 232+ 162(1 +22)73, f"(0) =—-4#0.
Funkcija f v tocki x = 0 nima ekstrema. ]

4.8 Konveksnost, konkavnost in prevoji

Definicija 4.8.1. Funkcija f, definirana na intervalu [a, b], je na tem inter-
valu konveksna, e je za vsak 0 < a < 1 in za vsak par tock z,y € [a, b],

flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

Povejmo drugace: za poljubni tocki x,y € [a,b] je daljica, ki povezuje tocki
(z, f(z)) in (y, f(y)), povsod nad grafom funkcije f.
Ce je
flaz + (1= a)y) > af () + (1 - a)f(y),
(¢e daljica, ki povezuje tocki (z, f(z)) in (y, f(y)), lezi povsod pod grafom
funkcije), je funkcija konkavna.

Primer 4.8.1. Funkcija f(z) = |z| je konveksna na celem definicijskem
obmocju R, kajti zaradi trikotniske neenakosti je

flaz 4+ (1 = a)z| < alz| + (1 = a)lyl.
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/ \

Slika 4.12: Konveksna (a) in konkavna (b) funkcija

Iz grafa zlahka razberemo, ¢e je funkcija konveksna ali konkavna: vsaka
daljica, ki povezuje dve tocki na grafu konveksne funkcije, je nad tistim
delom grafa, ki lezi med obema tockama. Pri konkavni funkciji je daljica, ki
povezuje dve tocki na grafu vedno pod grafom.

Ce je funkcija f vsaj enkrat odvedljiva, je konveksna tam, kjer njen prvi
odvod narasca, konkavna pa tam, kjer njen prvi odvod pada. Od tod sledi,
da za dvakrat odvedljive funkcije velja:

Izrek 4.8.1. Dwakrat odvedljiva funkcija je na intervalu I konveksna, ce je
f"(x) >0 za vsak x € I, in konkavna, ¢e je f"(x) <0 za vsak x € 1.

Funkcija se lahko spremeni iz konveksne v konkavno ali obratno le v
tockah, kjer je f”(z) = 0, to je v kriticnih tockah funkcije f’(z). Funkcija
f se v tocki ¢ spremeni iz konveksne v konkavno natanko takrat, kadar ima
prvi odvod f’(x) v tej tocki lokalni maksimum. Iz konkavne v konveksno se
spremeni, ¢e ima prvi odvod f’(z) v tocki ¢ lokalni minimum.

Tocko, v katerih se funkcija spremeni iz konveksne v konkavno ali obratno,
imenujemo prevoj ali prevojna tocka funkcije f. Ce je funkcija f dvakrat
odvedljiva in ¢ njen prevoj, je f”(¢) = 0 in se predznak drugega odvoda
f"(x) ob prehodu skozi tocko ¢ spremeni. Povejmo Se, kako prevojno tocko
prepoznamo na grafu: ce je ¢ prevoj funkcije f, potem graf funkcije v tocki
c seka tangento na graf v tej tocki.

Odvodi (prvega in visjih redov) so lahko v veliko pomo¢ pri risanju grafov.

Primer 4.8.2. Pokazimo na primerih, kako si lahko pri risanju grafov funkcij
pomagamo z odvodi:

1. Narisimo graf funkcije
x

o) =173

Funkcija je definirana in zvezna na celi mnozici R. Poleg tega je liha,
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tako da je graf simetricen glede na tocko (0,0). Ker je

lim f(z) =0,

r—+oo

ima graf vodoravno asimptoto — premico y = 0.

Iz odvoda )

l1—=z

/
= Y— = O
f ('T) <1+.T2>2

dobimo, da sta kriticni tocki z = +1. Ce je z < —1, je f'(z) < 0,
funkcija na tem intervalu pada. Za —1 < x < 1 je f'(z) > 0, funkcija
narasca, za x > 1 je f'(x) < 0, funkcija spet pada. V tocki z = —1
je zato lokalni minimum f(—1) = —1/2, v tocki x = 1 pa lokalni
maksimum f(1) =1/2.

Pois¢imo Se prevojne tocke:

2z(z? — 3)

=0
(I+a2?

f(@) =

resitve so x; 9 = j:\/g, r3 = 0. Zato:
za r<—/3 je f’(x)>0, funkcija je konkavna,
za —V3<x<0 je f'(z)<0, funkcija je konveksna,
za 0<x<+3 je f’(z)>0, funkcija je konkavna,
za >3 je  f"(z) <0, funkcija je konveksna.

Tocke z1 5 = +4/3, Y12 = i\/§/4 in 23 = 0,y3 = 0 so vse prevoji (slika
4.13).

0.5

V3

-0.5
Slika 4.13: Graf funkcije f(z) = x/(1 + 2?)
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2. Narigimo graf y = v/2az? — x3, kjer je a > 0.

Funkcija je povsod definirana in zvezna. Izracunajmo odvod:

() 4ax — 3x? 4a — 3z
x) = = :
3/ (2ax? — x3)2  3{/x(2a — x)?

Odvod obstaja povsod, razen v tockah x; = 0 in x; = 2a, edina kriti¢na
tocka je 3 = 4a/3. Pri zy = 0 in x5 = 2a je

lim f/(x) = o0,

T—T1,2

tangenta je v teh dveh tockah navpiéna. Funkcija je

padajoca za x <0, ker je f'(x) <0,
naras¢ajoca za 0 <z <4a/3, kerje f'(z)>0,
padajoca za 4a/3 < x < 2a, kerje f'(x) <0,
padajoca za x > 2a, ker je f'(x) <0
y
\\\\ 2a'
\3\ \
\\ X
-a . 4al3
-alt \\\\\

Slika 4.14: Graf funkcije y = v/2ax? — 3.

Vidimo: v tocki = 0 je lokalni minimum f(z) = 0 (vendar funkcija
tu ni odvedljiva — tangenta je v tej tocki navpicna). V tocki x = 4a/3
je lokalni maksimum f(z) = (2/3)av/4.

Poleg tega je

to pove, da se graf funkcije f z narascajocim x priblizuje premici s
smernim koeficientom k = —1. Graf ima posevno asimptoto oblike
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y = —x + n. Koeficient n v enacbi asimptote dobimo kot
lim (f(z) — kx) = lim (V2ar? — 23 + 2)
r—+00 r—100
, 2022 — 2% + 23 2a
= lim ——
a—+00 3/(2a22 — 23)2 — x(2a22 — 23) + 22 3
Enacba posevne asimptote je y = —z + 2a/3.

[zrac¢unajmo Se drugi odvod:

8a?

9¢/14(2a — z)°

OE

Drugi odvod nima nicel in ne obstaja v tockah x = 0 in x = 2a, kjer f
ni odvedljiva. Na intervalih z < 0in 0 < x < 2a je negativen, tu je graf
konveksen, na intervalu z > 2a je f”(x) > 0 in graf je tu konkaven.

3. Oglejmo si e en primer uporabe odvoda. Dane so tri tocke v ravnini A,
Bin C'. Istemo tocko X, za katero velja, da je vsota njenih oddaljenosti
od tock A, B in C, torej vsota

d(X, A) +d(X, B) + d(X,0),

¢im manjsa. Problem malo poenostavimo s predpostavko, da sta tocki
Ain B enako oddaljeni od tocke C'. Koordinatni sistem v ravnini lahko
potem postavimo tako, da je C' v izhodis¢u, A in B pa imata koordinate

(a,b) in (a, —b).

Iz geometrijske slike je razvidno, da tocka X lezi nekje na intervalu
[0, a] na osi x. Vsota razdalj tocke X od tock A, B in C je enaka

flz) =a+ 20>+ (a — x)%. (4.31)

Poiskati moramo minimum zvezne funkcije (4.31) na intervalu [0, a].

Zvezna in odvedljiva funkcija na zaprtem intervalu zavzame svoje ek-

kritiéne tocke:
—2(a — )

b2 + (a — x)?

f(z)=1+ =0
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Slika 4.15: Tocka X z najmanjso vsoto razdalj od tock A, B in C.

Odtod

2a—z) = V0?+(a—2x)?
4(a—z) = b+ (a—x)?
r = a+b/V3.

Tocka a+b/+/3 v nobenem primeru ni na intervalu [0, a]. Tocka a—b/v/3
pa je na intervalu, ¢ée je a > b/v/3, ¢e je a < b/v/3 pa pade ven iz
intervala. Obravnavati moramo dva lo¢ena primera: a > b/ V3 in

a<b/\/3.

Ce je a < b/+/3, funkcija f(x) na intervalu [0, a] nima kriticnih tock,
torej zavzame svojo najvecjo in najmanjso vrednost v robnih tockah:
f(0) =2va?+b% in f(a) = a+2b. Za vsak a < 4b/3 je 2v/a? + b? <
a+2b. Ker je v nasem primeru a < b/y/3 < 4b/3, mora v tem primeru
tocka X biti v izhodiscu (0, 0).

Ce je a > b/+/3, je na intervalu [0, a] kriticna tocka zo = a — b/v/3. V
tej tocki funkcija f zavzame lokalni minimum, saj je f'(x) < 0 levo in

f'(x) > 0 desno od te tocke. V tem primeru ima tocka X koordinati
(a—b/+/3,0), poltraki, ki tocko X povezujejo s tockami A, B in C' med
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seboj pa oklepajo enake kote 27/3. [ ]
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Poglavje 5

Integral

5.1 Nedoloceni in doloceni integral

Nedoloceni integral

V poglavju o odvajanju funkcij smo se naucili dani funkciji f poiskati njen
odvod f’ oziroma diferencial df = f'(x)dz. Ugotovili smo, da je vsaka
odvedljiva funkcija zvezna, zvezna funkcija pa ni nujno odvedljiva. Tu zas-
tavimo obratno nalogo — k dani funkciji f iS¢emo tisto funkcijo F', katere

odvod je f:

Definicija 5.1.1. Funkcijo F', katere odvod je enak f, imenujemo nedolocen:
integral funkcije f in piSemo

Flz) = / f(z) da.

Kadar nedoloceni integral funkcije f obstaja, to ni ena sama funkcija —
¢e je F integral funkcije f in C' poljubna konstanta, je tudi /' + C' integral
iste funkcije, saj imata funkciji F'in F' 4 C isti odvod f. Iz izreka 4.6.5 sledi:

Izrek 5.1.1. Ce je F kak nedoloceni integral funkcije f, dobimo vsak drug
njen integral tako, da funkciji F' pristejemo konstanto.

Primer 5.1.1. V primeru 4.1.1 smo ugotovili, da je (sinz)’ = cos z, torej je

/cosxd:c = sin z.

151
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Na podoben nacin iz vsake formule v tabeli 4.1 dobimo pravilo za integral.
Tako poznamo integrale vseh funkcij, ki nastopajo v desnem stolpcu te tabele.

Ob tem se zastavi zprasanje, kaksna mora biti funkcija f, da bo imela svoj
nedolocni integral. Preden bomo lahko odgovorili na to vprasanje moramo
vpeljati pojem doloc¢enega integrala funkcije na nekem intervalu (ki na prvi
pogled z nedolocenim integralom nima ni¢ skupnega). Izkazalo se bo, da sta
oba na videz povsem razlicna pojma tesno povezana.

Doloceni integral

Do pojma doloc¢enega integrala najnaravneje pripelje problem racunanja plo-
s¢in krivocrtnih likov. Naj bo funkcija f na intervalu [a,b] zvezna in povsod
pozitivna: f(x) > 0. Radi bi izracunali ploséino S lika, ki ga omejujejo ta
krivulja, krajni ordinati x = a in x = b ter odsek abscisne osi.

Problema se lotimo tako, da namesto plos¢ine krivocrtnega lika izra-
¢unamo ploscino stopnicastega lika, ki se danemu krivocrtnemu liku ¢im bolje
prilega.

&) f-—————

a Xi1& Xi

Slika 5.1: Integralske vsote so priblizek za ploscino lika pod krivuljo

V ta namen izberemo delitev intervala [a, b, to je mnozico n + 1 tock
D = {1’0, Ti1yee-yTp—1, iL‘n},
za katere velja:

ro=a<1 <2< <z < b=y,
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Te tocke razdelijo interval na n podintervalov [ry_1, 2] z dolzinami 0, =
rr — xp_1, k = 1,2,...,n. Na vsakem podintervalu izberemo tocko &, €
[xr 1,2, k = 1,...,n. Produkt f(&.)dx je enak ploséini pravokotnika, ki
ima dy, za osnovnico in visino f(&x). Vsoti vseh teh ploséin

op =Y f(&)0k = [(&)01 + F(&2)02+ -+ + [(§)0n, (5.1)

pravimo integralska vsota funkcije f in je priblizek za iskano plosc¢ino, ki je

Omejitev f(z) > 0 pravzaprav ni potrebna. Integralske vsote lahko defini-
ramo tudi za funkcije, ki so kje na intervalu negativne. Zveza s plos¢ino je
podobna, ¢e ploscine likov pod osjo x obravnavamo kot negativne kolicine.

Naj bo funkcija f na intervalu [a, b] omejena in naj bo

m= inf f(z) in M= sup f(x).

a<z<b a<z<b

Ceje D = {zo,1,...,Tp_1,%,} delitev intervala, je tudi na vsakem podin-
tervalu [z5_1, zx] funkcija f omejena, za vsak k obstajajo

mp= inf  f(z) in My= sup f(x).

Tp—1STETh zp—1<z<T)
Vsotam

Sp — kaék in SD = ZMk(Sk
k=1 k=1

pravimo spodnje in zgornje integralske vsote. Za vsako delitev D in za vsako
integralsko vsoto op velja:

m(b—a) <sp <op <Sp<Mb-a). (5.2)
Za spodnje in zgornje integralske vsote velja:

1. Ce delitvi intervala D dodamo dodatne delilne tocke, dobimo novo
delitev D’ D D ter je

SD/ZSD in SD’SSD- (53)

Ta lastnost spodnjih in zgornjih vsot se lepo vidi na sliki 5.3, natanc¢en
dokaz bi zahteval precej besed in ga izpustimo.
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Slika 5.2: Spodnja in zgornja integralska vsota.

a Xia Xz X b

Slika 5.3: Spodnje in zgornje vsote.

2. Ce sta D in D’ poljubni delitvi, je sp < Spr. Drugace povedano: vsaka
spodnja vsota je manjSa od katerekoli zgornje vsote.

To lastnost dokazemo tako, da obe delitvi sestavimo v novo delitev
D" = DUD', ki vsebuje vse delilne tocke delitev D in D'. Zaradi (5.3)
je sp < sprin Spr > Spr, torej velja:

sp < spn < Spr < Spr.

Vse spodnje vsote so omejene navzgor, saj je sp < M (b — a) za vsako
delitev D. Vse zgornje vsote pa so omejene navzdol, saj za vsako delitev D
velja Sp > m(b — a). Zato obstaja

I, =supsp in I, =infSp.
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Definicija 5.1.2. Funkcija f je integrabilna na intervalu [a, b], ¢e je [} = I5.
Stevilo I = I} = I, imenujemo doloceni integral funkcije f na intervalu [a, 0]
in pisemo:

b
I= / f(z)da.
Drugace povedano,

Izrek 5.1.2. Funkcija f je integrabilna na intervalu |a,b], ¢e za vsak e > 0
obstaja taka delitev D intervala, da je

ASD — Sp < €.

Ce je funkcija integrabilna na intervalu [a, b], o¢itno velja

m(b—a) < / F@)dz < M(b - a). (5.4)

Pri uporabi doloc¢enega integrala se pogosto sklicujemo na posledico ocene
(5.2): ce je funkcija f integrabilna na intervalu [a,b] in je (D,,) poljubno
zaporedje delitev, ki ima to lastnost, da gredo vse dolzine d; proti 0, ko
m — o0, ter je (0,,) pripadajce zaporedje integralskih vsot, potem je

b
lim o, :/ f(z)dx.
m—r00 a

Primer 5.1.2. Izra¢unajmo ploséino lika, ki ga doloca krivulja y = 2? nad
intervalom [0, 2].

Interval razdelimo na n enakih delov dolzine § = 2/n, delilne tocke so z), =
2k/n. Na vsakem podintervalu izberemo za & kar desno krajisce intervala,
torej tocko x, = 2k/n. Integralska vsota, ki jo tako dobimo je enaka

n n k 2 n
=3 =Y (%) 2otk
k=1 k=1 k=1

Uporabimo dobro znano formulo (ki jo lahko dokazemo z matemati¢no in-
dukcijo):

—~ , nn+1)@2n+1)
LT
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1 2

Slika 5.4: Plos¢ina lika pod krivuljo y = x2.

in dobimo:
_ 8n(n+1)(2n+1)
" 6n3 '
Ko n — oo, je ploscina o, cedalje blize iskani plosc¢ini in v limiti dobimo:
8
S =limo, = —-.
imo 3

Izrek 5.1.2 lahko uporabimo kot kriterij za ugotavljanje integrabilnosti
funkcij. 7 njegovo pomocjo lahko pokazemo integrabilnost treh razredov
funkcij.

Izrek 5.1.3. Funkcija, ki je zvezna na intervalu |a,b], je na tem intervalu
tudi integrabilna.

Dokaz. Ker je funkcija zvezna na zaprtem intervalu, lahko po izreku
3.2.13 za vsak € > 0 dobimo tak 6 > 0, da je |f(x) — f(y)| < /(b — a), ¢e
sta z in y poljubni tocki na intervalu, za kateri velja |z — y| < 6.

Vzemimo tako delitev intervala [a, b], da bodo dolzine vseh podintervalov
0 < ¢ in naj bo my natancna spodnja in M} natancna zgornja meja funkcije
f na podintervalu [zy_1, zx]. Potem je My —my < e za vsak k, zato je

e 9
S—S:Z(Mk—mk)5k<¥b_a5k:b_a-(b—a)ZE.

k
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Pravimo, da je funkcija f(x) na intervalu [a, b] odsekoma zvezna, ¢e ima
kon¢no mnogo tock nezveznosti in v vsaki od njih koné¢no levo in desno limito.

Izrek 5.1.4. Ce je funkcija f na intervalu [a,b] odsekoma zvezna, je inte-
grabilna.

Dokaza izreka 5.1.4 ne navajamo. Razlog, da izrek velja, je v osnovi tale: ¢e je f
odsekoma zvezna funkcija na [a, b] in so 1, . . ., zx tocke nezveznosti, lahko f na vsakem in-
nadomestimo z levo in desno limito. Vse dobljene funkcije na posameznih intervalih so
potem integrabilne, vsota njihovih integralov je enaka integralu funkcije f po celem inter-

valu.

Izrek 5.1.5. Vsaka monotona funkcija je integrabilna.

Dokaz. Naj bo funkcija f naras¢ajoca in naj bodo z, k =0,1,...,n delilne tocke na
intervalu [a, b]. Ker je f narascajoca, je my = f(xg—1) in My = f(xr). Zgornja integralska
vsota je enaka S = >, f(x)dk, spodnja integralska vsota pa s = >, f(zx—1)dk. Njuna
razlika je

S—s= [fzx) = f(zr-1)]6.

k

Naj bodo delilne tocke dovolj goste, da so vse dolzine podintervalov d; < é. Razliko S — s
lahko ocenimo

S—s <> [flan) = flan-0)10 =6 _[f(xn) = flax—1)] = 6[f(b) = f(a)].
k k

Ta razlika postane pri dovolj gostih delitvah poljubno majhna, zato je vsaka narascajoca

funkcija integrabilna. O

5.2 Lastnosti dolocenega integrala

Zaenkrat smo definirali doloceni integral

/a ’ f(z) dx

v primeru, ko je [a, b] interval, torej ko je a < b. Definicijo dopolnimo: ¢e je
b<a,je

/abf(x) iz — — /baf(a:) da. (5.5)
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. Iz definicije dolocenega integrala vidimo, da smemo integracijsko spre-

menljivko poljubno imenovati, tako da je

/abf(x)d:c:/abf(y)dy:/abf(t>dt_

. Iz relacije (5.5) sledi, da je doloceni integral, v katerem je spodnja meja

enaka zgornji, enak 0:
t/fqu:—/ ﬂ@:O (5.6)

y

X

/ a C h

Slika 5.5: Integral na intervalu [a, b] je vsota integralov po podintervalih

3. Naj bo a < ¢ < b. Funkcija f je na intervalu [a, b] integrabilna natanko

tedaj, ko je integrabilna na obeh podintervalih [a,c] in [c,b]. Pri tem
velja relacija

lvmmzLV@m+[ﬂ@m (5.7)

Geometrijska vsebina te lastnosti je ocitena: ¢e lik pod krivuljo y =
f(z) nad intervalom |a, b] razrezemo pri x = ¢, dobimo dva lika, katerih
skupna ploséina je enaka ploséini prvotnega lika (slika 5.5).

Dokaz. Ker je f integrabilna na [a, b], obstaja taka delitev D intervala,
daje Sp—sp < g, kjer je € > 0 poljubno majhen. Ce delitvi D dodamo
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delilno tocko ¢, dobimo novo delitev D’ in velja Spr — spr < . Vsoti
Spr in sp razpadeta na dva clena:

spp=58+5" Sp=8+5"

kjer se vsoti ¢’ in S’ nanaSata na interval [a,c|, vsoti s” in S” pa na
interval [c,b]. Ker je

Spr—sp = (8"=¢)+ (8" =§") <e,
kjer sta oba ¢lena pozitivna, mora veljati tudi
S —s <e in §—-5"<e¢,
torej je f integrabilna na intervalih [a, c] in [c, b]. Za vsoto integralov

velja:

c b b
/f(:p)dx+/f(x)d:p:sups’Jrsups”:supsD/g/f(x)dx,

ceD’

c b b
/ f(x)dx +/ f(x)dx =inf S'+inf §" = ing Spr > / f(x)dz,
a c ceDr a

tako mora biti

/acf(a:)dx+/cbf(:c)dx:/abf(a:)dx.
0

4. Povprecéna vrednost integrabilne funkcije f na intervalu [a, b] je Stevilo

1 b
P:b—a/a f(x)dx.

1z ocene (5.4) sledi, da je P med natan¢no spodnjo mejo m in natancno
zgornjo mejo M funkcije, torej

m< P <M.

Povprecno vrednost funkcije si lahko predstavljamo kot visino tistega
pravokotnika nad intervalom [a, b, ki ima enako plosc¢ino kot lik, ki ga
nad intervalom [a, b] doloca krivulja y = f(z) (slika 5.6).

Ce je funkcija f zvezna na [a, b], po izreku 3.2.17 o vmesnih vrednostih,
zavzame vse vrednosti med m in M, torej velja:
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—

X

a C b

Slika 5.6: Izrek o povprecni vrednosti

Izrek 5.2.1. Izrek o povpreéni vrednosti. Ce je f zvezna na
intervalu [a,b], obstaja vsaj ena tocka c € [a,b], kjer je

1O == [ f@ydi=p

5. Ce sta f in ¢ integrabilni funkeiji na intervalu [a,b] in Ce za vsak = €
[a,b] velja f(x) < g(x), ]

.
[ 1w s [ o

Dokaz. Pri vsaki delitvi D intervala je spodnja vsota (sp)s funkcije f
manjsa od spodnje vsote (sp), funkcije g. Tako je tudi

b b
[ #@)de = sup(sp)s < sup(sn), = [ g(e) de
6. Ce je f(z) integrabilna na intervalu [a, b], je tudi | f(x)| integrabilna na

[a, b] in velja:
b
/ f(x)dx

Dokaz. Ce upostevamo, da za vsak z velja

—[f@)] < flx) < |f(2)],

< [ V@la
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sledi neposredno iz prejSnje lastnosti, da je

@i s @< [,

to pa je res natanko takrat, kadar je

[ swarl < [

5.3 Zveza med dolo¢enim in nedolo¢enim in-
tegralom

Racunanje dolocenega integrala s pomocjo integralskih vsot je lahko za-
mudno in neprakticno. V tem razdelku bomo spoznali Se eno uporabno
pot do dolocenega integrala. Hkrati bomo odgovorili na vprasanje o obstoju
nedolocenega integrala.

Naj bo f zvezna funkcija na intervalu [a, b]. Za vsak = € [a,b] je f zvezna
na intervalu [a, ], zato obstaja

F(z) = / " @) dt. (5.8)

Tako smo dobili novo funkcijo, ki je defnirana na intervalu [a, b].

Izrek 5.3.1. Funkcija F(z), definirana s predpisom (5.8) je zvezna na [a,b].
Drugace povedano: Doloceni integral je zvezna funkcija zgornje meje.

Dokaz. Ce spremenimo vrednost neodvisne spremenljivke z za h, se vred-
nost odvisne spremenljivke y = F'(x) spremeni za

AF:F(az+h)—F(az):/m+ f(t)dt—/xf(t)dt:/H £() dt.

Po izreku 5.2.1 o povprecni vrednosti obstaja tako stevilo € = x + 0h med z
inz+h(tj 0<6<1), daje

/ = h(e o), (5.9)
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Ker je f zvezna funkcija, je na [a, b] tudi omejena, zato je razlika

lim AF(z) = }Lir%hf(x + 6h) = 0.

h—0

t

Naslednji izrek opisuje zvezo med doloCenim in nedolo¢nim integralom
neke funkcije in je osrednjega pomena. Po eni strani daje odgovor na vprasanje
o obstoju nedoloc¢enega integrala zvezne funkcije f, po drugi strani pa omo-
goca izpeljavo uporabne formule za ra¢unanje dolocenih integralov.

Izrek 5.3.2. Osnovni izrek integralskega racuna Funkcija F(x), defini-
rana z enacbo (5.8), je odvedljiva na intervalu [a,b], njen odvod je

d xT
) = — t)dt = .
@ = [ s = s
Drugace povedano: doloc¢eni integral F(x) kot funkcija zgornje meje je nedoloceni
integral funkcije f(z).
Dokaz. Enacbo (5.9) lahko zapisemo kot

F(z+h)— F(x)

. = f(z + 0h).

Ko h — 0, konvergira f(z + 0h) — f(x), zato je

F'(z) = lim F(“hf)L_F(x) — f(2).

h—0

Od tod neposredno sledi:
Izrek 5.3.3. Vsaka zvezna funkcija ima nedoloceni integral.

Naj bo G(z) poljuben nedoloceni integral funkcije f(z). Ker se dva
nedolocena integrala funkcije f razlikujeta le za aditivno konstanto, je

Glz) = /xf(t) di+C.
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Ce v to zvezo vstavimo x = a, dobimo vrednost konstante C:

G(a):/af(t)dt+(]:0,

zato je N
/ f(t)dt = G(x) — G(a).

Ce vstavimo z = b, dobimo dobro znano in zelo uporabno Newton!-Leibni-
zovo formulo za racunanje dolocenih integralov:

Izrek 5.3.4. Newton-Leibnizova formula Ce je f zvezna funkcija na
intervalu [a,b] in F' njen poljuben nedoloceni integral, je

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
Pri racunanju dolocenih integralov veckrat uporabljamo simboli¢en zapis

[F@);=, = F(b) = Fl(a)

r=a

Ko uporabljamo Newton-Leibnizovo formulo ne smemo pozabiti na pred-
postavke, pri katerih velja. Pokazimo na primeru, kaksnim napakam se
moramo izogibati pri njeni uporabi.

Primer 5.3.1. Vsak nedoloceni integral F' je po definiciji odvedljiva, torej
zvezna funkcija. Funkcija F' v Newton-Leibnizovi formuli je lahko sicer ka-
terikoli nedoloc¢eni integral funkcije f, vendar pa mora biti zvezna na celem
intervalu. Vzemimo na primer funkcijo

1 2x
F(z) = 5 arctg 2
Ce izracunamo odvod
1 1 — 22 + 222 1

F'(z) = = ,
1+ (1i222)2 (1 - LL’2)2 1+ 22

1Sir Isaac Newton (1642-1727), angleski matematik, fizik in astronom, skupaj z G. W.
Leibnizom zacetnik diferencialnega in integralnega racuna.
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se lahko zazdi, da je F' nedoloceni integral funkcije

fla) = —

1442
in jo uporabimo pri racunanju integrala

/Oﬁf(ﬂt)d:c:/o\/g ! ~dz = F(v/3) — F(0)

1+=x

1 1
= jarc tg(—V3) — 3 arc tg 0.

Ker je arctg0 =0 in arctg(—/3) = —7/3, dobimo rezultat

Vi
/ dr = —7/3.
0

1+ 22

To ni pravilen rezultat, kajti funkcija pod integralom je na integracijskem
intervalu povsod pozitivna in mora biti tudi njen integral pozitiven.

Napaka je seveda v tem, da F'(x) ni nedoloceni integral funkcije f(x), ker
F ni zvezna na intervalu [0, v/3] — v tocki 1 s tega intervala funkcija F' sploh
ni definirana, kaj Sele da bi bila tam zvezna in odvedljiva.

Za nedoloceni integral funkcije f(z) = 1/(1+ z?) lahko vzamemo funkcijo
F(x) = arctgx, ki je zvezna funkcija, ki je zvezna funkcija na intervalu
(—m/2,7/2). Pravilen racun je torej

Vi
/o e dr = arctg V3 — arctg 0 = 7/3.

5.4 Pravila za integriranje

Racunanje nedolocenega integrala neke funkcije je odvajanju inverzna op-
eracija, zato dobimo tabelo 5.1 elementarnih integralov iz tabele odvodov
elementarnih funkcij (tabela 4.1).

Prav tako so pravila za integriranje preproste posledice ustreznih pravil za
odvajanje. Zaradi tesne zveze med dolo¢enim in nedolo¢enim integralom je v
vecini primerov dovolj, ¢e navedemo ustrezno pravilo za racunanje nedolo¢nih
integralov.
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funkcija integral opomba
r+1

[ a"dx %—%C r#—1
f‘é—x log x| + C
[ a*dx l(?ga+c a>0;a#1
[e*dx et +C
fcosxdx sinx +C
fsinxdx —cosz +C
fc05123: x tgx + C

1 _
fsiHQxdx ctgx + C
f\/llﬁd:ﬁ arcsinx + C

—x
flJrle dz arctgz + C
fchxdx shx +C
[shadx chx +C
fchl%dz thz +C
fShIQxd:U —ctho +C

1

] 2

f\/mdx og(x + Va2 +a)+C

Tabela 5.1: Tabela elementarnih integralov

165
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1. Ce sta f in g integrabilni funkciji, sta integrabilni tudi njuna vsota in

razlika in velja

/[f(a:)+g(:c)] der = /f(a:) d:c—l—/g(:c) dx, (5.10)
Ju@-ganas = [f@yar- [g@dn G

Dokaz. Naj bo F(z) = [f(z)dz in G(z) = [g(z)dz. Ker je F'(z) =
f(z) in G'(z) = g(x), je

[F'(2) + &' (2)] = [F(2) + G(2)]" = f(2) + g(2),

zato je F' + G nedoloceni integral funkcije f 4+ g, podobno velja tudi
za razliko. To pravilo lahko razsirimo na vsoto poljubnega konénega
stevila funkcij. Vsoto funkcij torej lahko ¢lenoma integriramo. O

Primer 5.4.1.

3 2
/(xQ—x+1)dx:%—%+x+C.

. Ce je f integrabilna funkcija in k konstanta, je funkcija kf tudi inte-

grabilna in velja
/kf(a:) de =k / f(z) dx. (5.12)

Konstantni faktor smemo izpostaviti pred znak integrala.

Dokaz. Ce je F(x) = [ f(z)dxz, potem je
[kF(z)]" = kF'(z) = kf(x),

torej je kF'(x) nedoloceni integral funkcije kf(x). O



5.4. PRAVILA ZA INTEGRIRANJE 167

Primer 5.4.2. Izracunajmo integral

/3x2dx23/x2dx::c3+0.

Splosno je integral polinoma

ap,
n+1

spet polinom, njegova stopnja se pri integriranju zvisa za 1. [

/(anx"+---+a1x+a0)d:p: x"+1+---+%x2+aox+0

3. Vpeljava nove spremenljivke. Ce je = = x(t) odvedljiva funkcija,

je
/ f(z) do = / Fle(O]2 (1) dt. (5.13)

Dokaz. Odvod nedolotenega integrala F(z) = [ f(z)dx je f(x).
pravilu za posredno odvajanje je

dF(z(t)) dF(x) dx

d dx dt

- / Pl @) (1) di

Kadar pri racunanju integralov uporabimo formulo (5.13) pravimo, da
smo vpeljali novo spremenljivko. S pametno uvedbo nove spremenljivke
si lahko olajSamo integracijo.

Primer 5.4.3.

= [(2)' (1),

zato je

O

(1) Integrale oblike
f'(z)

(5.14)

kjer je f poljubna odvedljiva funkcija, lahko izracunamo z vpeljavo
nove spremenljivke u = f(z). Njen diferencial je du = f'(x) dx in
imamo
/
ey

()

d
:/;u:log|u|+C’=10g|f($)|+C'
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Na primer:

/tg:cd;z::/Smxd:c:—log|cosx\+0.

COS T

(2) Recimo, da je
/f(x) de = F(z)+ C.

Izrac¢unajmo integral premika f(x + a) in raztega f(ax) funkcije
f(z). Naj bo u = x + a. Potem je du = u'(x)dx = dz, torej je

/f(a:+a)da: = /f(u(a:))d:c (5.15)
:/f(u)du = Fu)+C=F(zx+a)+C.

Naj bo u = ax. Potem je du = adx in
[ tar)ds = [ sate) do

= /f(u)ci—u = %F(u) +C = lF(cwc) +C.

a

Nekaj konkretnih primerov:

e Kker je

2 PAVEA:
/\/de:§x3/2—l—cz \gx_+07

sledi iz pravila (5.15) za integral premika

/\/x—irada:: %x/(:c+a)3+0;

e Kker je

1
/1+x2 dr = arctgr + C, je

d 1
/7x = —arctg(azx) + C;

14+a222 a
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e izracunajmo integral

1 2
/COSQxdx:/ydx

1 1
= 3 <x+§sin2x) +C.

Pri vpeljevanju nove spremenljivke v doloceni integral moramo paziti
na meje. Pravilo se v tem primeru glasi takole:

Vpeljava nove spremenljivke v doloceni integral. Naj bo f
zvezna funkcija. Ce je funkcija x = x(t) monotona, zvezno odvedljiva
na intervalu [, §] in je x(«) = a in x(8) = b, velja formula

b B
/f(:p)dx:/ fle(®)]2'(t) dt. (5.16)

Primer 5.4.4. Integrale, v katerih nastopajo koreni kvadratnih izra-
zov, lahko pogosto pois¢emo s pomocjo ustrezne trigonometricne ali
hiperbolicne substitucije.

(1) V integral
[:/ va? — x%dx
0

vpeljimo novo spremenljivko s predpisom x = asint. Potem je
dxr = acostdt, prit =0jex =0, prit=m7/2je x = a in funkcija
x(t) = asint je monotona, zvezno odvedljiva na intervalu [0, 7/2],
zato je

a w/2
I:/ \/az—xzdx:aQ/ V1 —sin?t - cost dt.
0 0
Ker je cost > 0 za vsak t € [0,7/2], je

V1 —sin?t = Vcos?t = cost,

torej je

/2 2 1 /2 2
[:a2/ cos’tdt = @ T+ —sin2x :ﬂ.
0 2 2 0 4
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(2) S substitucijo x = sht, zato dz = chtdt izracunajmo integral
dz
VP T

Dobimo

dt —cht —va2+1
—5— = —ctht+C = C=——+C.
/sth ctht sht + x +

4. Integracija po delih (Integratio per partes)

Metodo dobimo iz formule za odvod produkta dveh funkcij. Naj bosta
u in v odvedljivi funkciji. Zanju velja

(uwv) = u'v + ud,

zato je po definiciji dolocenega integrala

uv:/u’vdx+/uv’dx.
/uv'd:c:uv—/u'vd:c
/udv:uv—/vdu. (5.17)

Primer 5.4.5. Integracija po delih:

Od tod dobimo

ali krajse

1. Tipicen integral, ki ga ra¢unamo z integracijo po delih, je

I= /(x— 1)sinz dz.

Vzemimo
r—1=wu, sinzdr=dv,
dx =du, —cosx=w,

in je

I=—(x— 1)cosx+/cosxd:p = —(x —1)cosz +sinz + C.
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2. Izracunajmo Se

Naj bo
T =u, i J:;Z)Z dxr = dv,
dz = du, /(1 +xx2)2 N _2(1ix2) v
in
I = —ﬁ +%/ﬁdw

T n arctgx
2(1 4 z2?) 2

5.5 Integrali elementarnih funkcij

Racunanje integralov je dosti bolj zapleten problem kot ra¢unanje odvodov.
Za vsako funkcijo, ki je sestavljena iz elementarnih funkcij vedno obstaja
tocno dolocen postopek, s katerim izracunamo njen odvod, ta se spet izraza
z elementarnimi funkcijami. Za integrale to Se zdale¢ ne velja, saj na primer
ni pravila, ki bi natanéno povedalo, kako izracunati integral produkta ali
kvocienta dveh funkcij. Se ve¢ — integral funkcije, ki se izraza kot produkt,
kvocient, potenca ali kompozitum elementarnih funkcij, se pogosto ne izraza
vec z elementarnimi funkcijami. Tako sta, na primer integrala

sin T X 2
/ dx in / e’ dr,
x

povsem novi funkciji, ki ju ne moremo izraziti z vsoto, produktom, potenco ali
kompozitumom elementarnih funkcij. Za nekatere razrede funkcij pa vseeno
obstaja algoritem za racunanje nedolocenih integralov. Veliko teh algoritmov
je uporabljenih v razliénih ra¢unalniskih programih za simboli¢no racunanje,
s pomocjo katerih lahko zelo uspesno racunamo nedolocene integrale. Za
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boljSe razumevanje delovanja teh programov in tudi samega pojma integrala
bomo v tem razdelku bomo opisali nekaj takih algoritmov.

Dolocene integrale lahko zelo uspesno racunamo tudi s pomocjo razlicnih
numericnih metod, ki jih tu ne bomo obravnavali.

Integrali racionalnih funkcij

Primer 5.5.1. Za¢nimo z nekaj znacilnimi zgledi integralov racionalnih funkcij:

241
N
/(x—1)3 .

brez tezav izracunamo z vpeljavo nove spremenljivke ¢ = x — 1. Tako
jex=1t+11in dx = dt:

1. Integral

24+ 2t +2
;- /Ldt
t3

= / (2?2t dt

2 1
= logt————=+C.
og : t2+

Na podoben nacin izracunamo vse integrale oblike

o P () "
[_/7( dx. (5.18)

T —a)"

7 novo spremenljivko t = x — a, dt = dx integral prevedemo na

[:/L(aﬂ) dt:/sm—(t)dt,

tn (Al
kjer je S,,(t) polinom.

2. Funkcija v integralu

2 4
[:/de
224+ 2x+2
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ima v imenovalcu nerazcepno kvadratno funkcijo (njena diskriminanta
D je enaka —4). Zapisemo jo kot vsoto dveh ¢lenov, kjer ima prvi ¢len
v Stevcu odvod imenovalca:

20+4  A(2r +2) N B
22420 +2 a2242+2 224242

Konstanti A in B dolo¢imo iz enacbe
20 +4=AQ2x+2)+ B

tako, da izenac¢imo koeficiente pri potencah spremenljivke x:
2A=2 in 2A+ B =4,

od koder dobimo A =1, B=2in

(2z + 2) dx dz
I= | —+4+2 [ ——.
x2+2x+2 x2+2x+2
Prvi integral je oblike (5.14) in ga Ze poznamo, drugega prevedemo na

elementaren integral tako, da imenovalec zapisemo kot vsoto popolnega
kvadrata in konstante:

/dix—/dix—arct (x+1)+C
22 4+2r+2 ) (z+1)2+1 &

in dobimo

I =log(z® + 2x + 2) + 2arctg (z) + C.

Podoben postopek lahko uporabimo za racunanje poljubnega integrala

oblike ;
[ = / _rD (5.19)
T +pr—+q

kjer je imenovalec nerazcepna kvadratna funkcija. Integral take oblike
se vedno izraza kot vsota

20 +p

V=D

kijer je D = p? — 4q diskriminanta kvadratne funkcije 22 4 px + ¢, Stevec
22 +p = (2° + pxr + q)’ pa njen odvod.

I = Alog(2® + px + q) + Barctg +C,
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3. Funkcijo v integralu

2+ 2 2+ 2
—————dr = dx
3+ 2?2 — 2z z(x —1)(z+2)

zapisemo kot vsoto parcialnih ulomkov:

2 +2 A B C
==+ + .
zz—1)(x+2) = z—-1 z+2

Koeficiente A, B in C' dolo¢imo iz enacbe
2 +2=A(x - 1)(z+2)+ Br(z +2)+ Cao(z — 1),

ki mora veljati pri vsakem . Ce vanjo vstavimo = = 0, dobimo A = —1.
Pri x =1 dobimo B =1, pri z = —1 pa C = 1. Od tod sledi:

/ x2 42 /dx / / dx
:c3+:1:2—2a: x—1 T+ 2

(z — 1)(x+2)’

= —log|z| +log |z — 1| +log |z + 2| + C = log +C.

Podoben postopek kot v zadnjem primeru lahko uporabimo pri ra¢unanju integrala
poljubne racionalne funkcije

Po(®) _ pma™ 4+ po

Qn(z) GnT" + -+ qo ’

(5.20)

kjer je polinom P, stopnje m in polinom Q,, stopnje n. Ce je m > n, polinoma delimo in

dobimo
Pp(x) Ry (z)

Qn(z) o Qn(r)’
kjer je A,,—n polinom stopnje m — n, Ri(x) pa je ostanek pri deljenju, ki ima stopnjo
k <n.
Racionalno funkcijo

(z) +

Ry (z)
Qn(x)’
lahko zapiSemo kot vsoto parcialnih ulomkov, ki imajo v imenovalcu nerazcepne fak-

torje polinoma @, in integriramo vsak clen posebej. Integral tako razpade na integrale
posameznih ¢lenov, med njimi pa so lahko le funkcije naslednjih oblik:

k<n
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uj(xr)
1. —L
(x_a/)z’ j < 7/7

ar +b

. —5————, z diskriminanto D = p?> —4qg < 0 in
e+ pxr+q

vi(x ) )
%, 7 < 22.
(2% + pz + q)°
Integrala prve in druge funkcije smo ze izracunali, s tretjim integralom je ve¢ dela. Iz-
racunamo ga tako, da z ustreznimi substitucijami in z integracijo per partes (tako kot v
primeru 5.4.5) znizamo stopnjo ¢ in ga prevedemo na integral druge vrste. Ce posamezne

integrale sestejemo, dobimo splo$no obliko integrala racionalne funkcije:

I

Si—
St 5 Aol + 3 By losa7+ e+ )
! : j
j J
2x + p;
+ZCjarctg _D;+Da
J

kjer v imenovalcu Tj(z) nastopajo vsi nerazcepni faktorji funkcije @, (z) s potenco, ki je
za 1 manjsa od prvotne, (z — a;) so vsi linearni nerazcepni faktorji polinoma @,, (a; so vse
realne nicle polinoma Q,,), 2%+ p;x + ¢; pa so vsi nerazcepni kvadratni faktorji v razcepu
polinoma @, (D; so njihove diskriminante).

Primer 5.5.2. Integral

/ 2 —at+ar+1
= | ———————dx
22(22 + 1)2
je vsota
Ax?> + Bx +C
= % + Dlog |z| + Elog(z* + 1) + Farctgz + G. (5.21)

Neznane koeficiente A, B, C, D, E in F dolo¢imo tako, da enacbo (5.21) odvajamo

2 —a'+ax+1 (2 +x)(24z + B) — (A2? + Bz + C)(32% + 1)
$2($2+1)2 - $2($2+1)2
D 2Fx F

+;+$2+1+x2+1’

pomnozimo s skupnim imenovalcem
P —zt+x+1 = 24z* +242% + Bz® + Bx — 3A2*

—3Bz® —3C2? — A2?> — Bz — C
+D(z° 4 223 + x) + 2E23 (2% + 1) + Fa? (2% + 1)
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in primerjamo koeficiente pri vsaki od potenc spremenljivke x. Tako dobimo sistem lin-
earnih enacb

+D +2F = 1

—A +F = -1
—2B +2D +2F = 0

A -3C +F = 0
D = 1

—C = -1

od koder izra¢unamo koeficiente
A=2 B=1, C=1, D=1, E=0, F=1,
in integral je enak

222+ +1
I= m+log|x|+arctgw+6‘.

Integrali nekaterih algebraicnih funkcij

Oglejmo Se nekaj tipicnih integralov, ki jih lahko s primerno substitucijo
prevedemo na integrale racionalnih funkcij ali kako drugace integriramo.

Iz/@/l_xdx
1+=x

prevedemo na racionalen integral z vpeljavo nove spremenljivke

1. Za¢nimo s primerom:

Primer 5.5.3.

l—x 2 1—1¢2 —4t dt
= rT = — xrT = ————
1+ ’ 1+ ¢ (1+ 2)?
in dobimo
2 J
[ =—-4 | ——=dt
/ (1 + t2)2 )
to pa smo ze izracunali v primeru 5.4.5. ]

Na podoben nacin lahko integral vsake funkcije, ki se izraza kot racionalna
funkcija razliénih korenov istega ulomljenega linearnega izraza (ax +
b)/(cx + d), prevedemo na integral racionalne funkcije.
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2. Integrale, ki vsebujejo izraz v ax? + bz + ¢ lahko pogosto izracunamo s
kaksno trigonometri¢no ali hiperboli¢no substitucijo (glej primer 5.4.4).
Za integrale oblike

I= / d (5.22)
var?+br +c

pa lahko vnaprej uganemo, s kaksnimi funkcijami se izrazajo, kajti
funkcijo pod integralom lahko vedno zapisemo v obliki
Py (x)
Vax? +bx +c

/ A
= (Qua(@)Var? + b +¢) + .
(Q i(@)vaz v C> var? +bx +c

Od tod dobimo

Ad
I =Qu1(v)Vazr? +br+c + z :
var? +br +c

integral, ki je ostal lahko prevedemo na elementaren integral tako, da
izraz pod korenom dopolnimo do popolnega kvadrata.

Primer 5.5.4. Napisimo nastavek za integral
|
I = /\/:EQ—Z:E—ldx: de
Va?— 2:5 —

= (Ax+B)\/ﬁ+>\/ S

Neznane koeficiente A, B in A dolo¢imo tako, da to enacbo odvajamo:

2 —2r—1
Vi -2z —1

Az + B)(z — 1) A
N v - ,
* T Vit -2z —1 Vit -2z —1

pomnozimo z imenovalcem vx? — 2x — 1

2 =20 —1=A"> 20— 1)+ A@@* —2) + B(x — 1) + ),
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in primerjamo koeficiente na obeh straneh, da pridemo do sistema lin-
earnih enacb:

24 = 1
_3A +B = 2
~A -B +C = -1,

od koder dobimo A =1/2, B=—1/21in C = —1. Ker je

/\/a:Q—deﬁ
dx
N /\Kx—D2—2

je konéni rezultat

1
I= a(x—l)\/xQ—Qx—l—log

:log):p—1+\/x2—2x—1),

ZL‘—1+\/1‘2—21‘—1’.

3. Integrali oblike
[ VR@ s

kjer je P,(z) polinom stopnje n > 2 se ne izrazajo vedno z elementarn-
imi funkcijami. Ce je n = 3 ali n = 4 jim pravimo eliptic¢ni integrali in
jih lahko z ustrezno vpeljavo nove spremenljivke prevedemo na eno od
naslednjih oblik:

elipti¢ni integral prve vrste

/ dx
V=) (1 — i)

2% dx o
\/(1 (1 = kea?) elipticni integral druge vrste
— 7 — 12y

dz
/(1+hx2)\/(1—x2)(1—k2x2)

elipticni integral tretje vrste,

ki so vsi neelementarne funkcije.

4. Integrale oblike
I= /xm(a + ba")P dx, (5.23)
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kjer so eksponenti m, n in p racionalna Stevila, a in b pa poljubni,
od 0 razli¢ni realni konstanti, imenujemo binomski integrali. Binomski
integrali se izrazajo z elementarnimi funkcijami samo v naslednjih treh
primerih:

(1) pje celo stevilo — v tem primeru se integral s substitucijo t = ¥,
kjer je k imenovalec ulomka m, prevede na integral racionalne
funkcije;

(2) (m +1)/n je celo stevilo — v tem primeru vpeljemo novo spre-
menljivko kot a + bx™ = t°, kjer je s imenovalec ulomka p;

(3) p+ (m+1)/n je celo stevilo. Novo spremenljivko v tem primeru
vpeljemo kot ax™ + b = z°, kjer je s imenovalec ulomka p.

Kadar binomski integral ne ustreza nobenemu od teh treh primerov,
ga ne moremo izraziti z elementarnimi funkcijami.

Primer 5.5.5. Izracunajmo integral

I—/ dx
V1423
To je binomski integral (5.23) z m = 0, n = 3 in p = —1/3, zato novo

spremenljivko vpeljemo kot 72 +1 =3, oz 23 = 1/(t3 — 1), od koder
je —3x~*dx = 3t*>dt. Tako dobimo

[ / 23 dx B / —tdt
B 43+ 1 ) =1
kar je integral racionalne funkcije, ki ga znamo izracunati:

1 #+t+1 1 2t +1
I:—logi——arctg;JrC.

67 (-1 V3 V3

Konéni rezultat dobimo ko vstavimo ¢t = v/1 + 23 /. ]

Integrali trigonometricnih funkcij

Pri integraciji trigonometriénih funkcij si pogosto lahko pomagamo z znanjem
trigonometrije.
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1. Integrale oblike
I= / cos™ xsin" x dx (5.24)

najlaze izra¢unamo, e je vsaj eden od eksponentov liho stevilo. Ce je,
npr., m = 2k + 1 liho stevilo, vzamemo za novo spremenljivko ¢t = sinx
(torej dt = cosz dz) in dobimo, upostevajoc Se zvezo cos? x = 1 —sin’z,
da je

I = /(1 — %)kt dt.
To je integral polinoma, kadar sta eksponenta pozitivni Stevili, sicer pa
integral racionalne funkcije.

Ce pa sta oba eksponenta v integralu (5.24) sodi stevili, v integrandu
znizamo eksponente s pomocjo formul

1- 2
sinr = # (5.25)
1 2
cos’r = w (5.26)
in 2
sinxcosr = Sm2 L (5.27)

Primer 5.5.6. Izracunajmo integral

I = /sin4:p0052xd:p = /sin2 2x(1 — cos 2z) dz

| —

1 1

= 15 (1 — cosdx) dx — 3 /sin2 2z d(sin 2z)
r  sindr  sin®22

= == — C
16 64 48 *

2. Integrale oblike

/ sin mx sin nx dx, / sin mx cos nx dx, / cos mx cos nx dx
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poenostavimo s pomocjo formul
1

sin mx sinnx = é(cos (m —n)x — cos (m +n)x), (5.28)
1

sin max cos nx = a(sin (m —n)x +sin (m + n)x), (5.29)
1

COS MX COSNT = §(cos (m —n)x + cos (m +n)x). (5.30)

Primer 5.5.7. Izracunajmo integral

1 1
/sin5xcosxd;1: = 5/sin6xd:€+§/sin4xdaz

—1 1
= = — Zcosdz + C.
15 cos 6 g €08 x4+ C
[
3. Integrale oblike
I= /R(sin:c,cosx) dz, (5.31)

kjer je R racionalna funkcija spremenljivk sin x in cos x, lahko z uvedbo
nove spremenljivke ¢t = tg(x/2) prevedemo v integral racionalne funk-
cije, saj se sinx, cosz in dz izrazajo kot racionalne funkcije s tgz/2:

25l 2. 2 2t
sing = — S;M/ cosc/2 (5.32)
sin” /2 + cos? /2 1+t
in?x/2 — cos®x/2 1—t?
cosr = s%n2 z/2 — cos”w/ = (5.33)
sin” /2 + cos? /2 1+t
2dt
r =2arctgt; dr = e (5.34)

Primer 5.5.8. Izracunajmo integral

I—/ dx
| 1+sinx +cosz’

7, zgornjo substitucijo dobimo

/ 2 dt / dt
I = _
1+82+20+1+412) 1+¢2

— log (1+ te(r/2)) + C.
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4. Kadar v integralu (5.31) funkcija R zadoSca relaciji
R(—sinz, —cosz) = R(sinz, cosx),

(tj. takrat, kadar so vsi ¢leni funkcije R sode stopnje), pridemo do
integrala racionalne funkcije u¢inkoviteje z uvedbo nove spremenljivke

t=tgux, saj je
sinx = \/11_752 (5.35)
cosxT = \/11+—t2 (5.36)
dr — % (5.37)

Ceprav substitucija sama ni racionalna, je njen rezultat, zaradi pred-
postavke o sodih stopnjah, vedno integral racionalne funkcije, ki je
praviloma za polovico nizje stopnje, kot ¢e bi uporabili substitucijo

t =tg(z/2).
Primer 5.5.9. Izracunajmo integral

I = / _dz
1+ cos?x
Nova spremenljivka bo ¢ = tgz, upostevamo (5.35-5.37) in imamo

;o / dt _/ dt
1+2)(1+ %) 2+ t2

1 t 1 t
= —arctg—+C:—arctgﬂ+C’

V2 V2 V2 V2

Integrali transcendentnih funkcij

Med integrali transcendentnih funkcij je veliko takih, ki jih ne moremo izraziti
z elementarnimi funkcijami, nekatere pa s primerno substitucijo ali integracijo
po delih prevedemo na racionalne.
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Primer 5.5.10.

1. Integrale oblike

/R(ex) dx,

kjer je R racionalna funkcija, prevedemo na racionalne integrale s sub-
stitucijo t = €*, z = logt, dz = dt/t. Na primer

[:/thxd:c:/idaz
et +e %

/t—l/t dt / 2 —1
= ¢ — = 7dt
t+ 1/t t t(t2+1)

Funkcijo pod integralom razcepimo na parcialne ulomke:

t*—1 14+Bv+c
tt2+1) t o 2+17
=1 = A +1)+ (Bt+O)t,

od koder sledi

n

1 2t
I = — [ -at dt
/t +/ﬁ+1

t?2+1
— _log|t| + log(? + 1) + C = log |

e

2. Ce v integral
I = / arctgx dr
vpeljemo

u= arctgxr, dv =dz,

dx
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dobimo

[ /
1 X

= xarctgxr +logv1+ a2+ C.

dx

5.6 Nepravi (posploSeni) integrali

Doloceni integral smo definirali ob predpostavki, da je integracijski interval
konc¢en, funkcija, ki jo integriramo, pa omejena. V tem razdelku bomo po-
jem integrala posplosili tudi na funkcije, ki niso omejene, in na neskoncna
integracijska obmocja.

Vzemimo najprej, da je integracijski interval [a, b] koncen, funkcija f pa
na njem ni omejena. Naj bo funkcija f zvezna na [a,b), v tocki b naj ima
pol.

Izberimo si pozitivno Stevilo € < b — a. Na intervalu [a, b — £] je funkcija
f zvezna, zato tudi omejena, in doloceni integral

b—e

I(e) = f(z)dx (5.38)

obstaja.

Definicija 5.6.1. Ce obstaja limita integrala I(¢) (5.38), ko ¢ — 0, ji
pravimo posploseni ali nepraviintegral funkcije f na intervalu [a, b] in pisemo:

b—e

b
/a f(x)dlei\r{tg)[(&)zlig(l} ’ f(z)d.

Ce ima f pol v tocki @ in je drugod na (a, b] zvezna, definiramo podobno:

b b
/ f(x)dr =lim f(x)dex,

e\0 ate

¢e ta limita obstaja.
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Kadar ima f pol v kaki notranji tocki ¢ € [a, b], interval razdelimo na dva
podintervala [a, ¢] in [¢, b] ter poiséemo limiti

/f daz—hm/ () da + lim bf()

c+n

Primer 5.6.1.
1. Razis¢imo obstoj integrala

1
d
=1 % p<o.
o ¥

Funkcija 1/2? ima pol v x = 0, zato je po zgornji definiciji

1 2=t
I =lim z7Pdzr = lim .
eNO J, eNo |1 — pl.

Ce je p < 1, limita na desni obstaja in je enaka 1/(1 — p), ¢e je p > 1,
pa funkcija 1/eP~! z ¢ — 0 divergira proti co in integral ne obstaja.

2. Preverimo integrabilnost funkcije 1/(3—x)? na intervalu [1, 3]. Funkcija
ima pol pri z = 3, zato je

/3 de F da
, B3—2)2 o)y (3-a)

, 117 11
= lim =lim—- — —,
N0 |3 —1x 1 e\o0 € 2

ta limita pa ne obstaja, zato funkcija 1/(3 — z)? ni integrabilna na
intervalu [1, 3]. u

Naj bo funkcija f(x) definirana in omejena na neomejenem intervalu, na
primer [a,00) in naj bo integrabilnana vsakem konénem podintervalu [a, b].

Definicija 5.6.2. Ce obstaja limita

_blggo/ Ut
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ji pravimo posploseni ali nepravi integral funkcije f na intervalu [a,00) in
piSemo:

/OO f(z)dx = ble bf(:c) dzx.

Podobno definiramo integral na intervalu (—oo, b]. Integral na intervalu
(—00,00), ki je na obe strani neomejen, je enak

00 b
[ i@a= i [ g i ae

a 0

in obstaja, ¢e obe limiti obstajata in sta konc¢ni.

Primer 5.6.2. Izracunajmo:

% J b 1-p 70 bl—p 1
I(p) =/ ™ —tim [ P de=lim [—x } — lim E——
1 xP b—oo Jy b—o0 1—-p|, bosel—=p 1-p

Ce je p < 1, integral ne obstaja, za p > 1 je I(p) = 1/(p — 1). [ |

Vrednost posplosenega integrala lahko priblizno izracunamo tako, da ga
nadomestimo z dolo¢enim integralom, ki se od posplosenega le malo razlikuje,

na primer
0 b
| twaa~ [ s,

za dovolj velik b. Pri tem pa moramo vedeti, ali posploSeni integral sploh
obstaja, zato navedimo Se nekaj kriterijev, s katerimi si lahko pomagamo pri
ugotavljanju obstoja posplosenih integralov.

Limita v definiciji 5.6.2 obstaja natanko takrat, kadar se vrednosti inte-
grala funkcije f na intervalih [a, b1] in [a, bs] ne razlikujeta dosti, ¢e sta by in
by dovolj veliki stevili. Drugace povedano:

Izrek 5.6.1. Integral funkcije f na intervalu [a,o0) obstaja, natanko takrat,
kadar za vsak € obstaja tak b, da je

b1
= flz)dx

b2

b1 bo
f(z)dx — f(z)dx

a a

<e,

ce sta by, by > b.
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Podoben sklep lahko zapisemo za integral funkcije f na intervalu [a,b],
kjer ima pol. S tem opisom si lahko pomagamo, da dokazemo naslednji izrek:

Izrek 5.6.2. (Primerjalni kriterij) Naj bo g(x) > 0 taka funkcija, defini-
rana na [a,00), da za vsak x € [a, 00) velja | f(x)] < g(x). Ce obstaja integral
funkcije g na [a,0), obstaja tudi integral funkcije f na [a,o0).

Dokaz je preprost: za vsak ¢ obstaja tak b, da je

ba

ba bz
(x) dx </b |f(ac)|dx</b g(z)dz < e,

b1

ce je b < by < bs. O

Primerjalni kriterij smo srecali Ze pri ugotavljanju konvergence vrst. Tako
kot pri vrstah, ga lahko tudi pri integralih uporabljamo v obe smeri: z njim
lahko dokazemo, da integral funkcije f obstaja, ali pa, da integral funkcije g
ne obstaja.

Podoben kriterij lahko zapisemo za integral na omejenem intervalu, kjer
ima funkcija pol.

Primer 5.6.3.

1. Integral

/ T g (5.39)
1

obstaja, ker za vsak x € [1,00) velja | cosz| < 1, zato je tudi |23 cos 2| <
273, in ker obstaja integral

T—00 1

/OO 3 dr = lim [—2:10_2}m = 2.
1

2. Prav tako obstaja integral

/1 dz
0 VTt
saj je za vsak x € (0,1]

1 1
N
VI+ Jr T Jx



188

POGLAVJE 5. INTEGRAL

integral

pa oc¢itno obstaja.

. Integral

/°° dz
1 VI VT
ne obstaja, saj za vsak = > 1 velja /z < /z, torej je

1 1
>
VI + VT T 21’

integral

* dx
- N 2 _
/1 N =

ne obstaja. [ ]

Zveza med vrstami in posplosenimi integrali pa se Se nadaljuje:

Izrek 5.6.3. Ce je f(x) nenegativna zvezna in padajoca funkcija na [a, o),
posplosent integral in vrsta

/loo f(z)dx in if(n)

konvergirata ali pa divergirata hkrati.

Izrek 5.6.3 lahko uporabljamo za dokazovanje konvergence ali divergence

integralov, Se bolj pogosto pa ga uporabljamo za dokazovanje konvergence
ali divergence vrst. V tem primeru mu pravimo integralski kriterij za kon-
vergenco urst.

Dokaz. Ker je funkcija f(z) padajoca, je za vsak n € N,

o> | " ) de = fin+ 1),
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in za delne vsote vrste veljata oceni:

N N n+1
Sy o= > f)=> f(x)dz
n:]1\7+1 i N+1
= [ f@dr <Y ) =Sy - 5,
1 n=2

Ce je integral konvergenten, za vsak N velja:

Sy < /1N+1f(x) dz < /loo F(z) da.

Zaporedje delnih vsot je omejeno in, ker ima same pozitivne Clene, je vrsta
konvergentna. Ce je vrsta konvergentna, velja za vsak N

o= [ f@ar <Y <Y s

Zaporedje integralov Iy je narasc¢ajoce in omejeno, torej konvergentno, to pa
ze pomeni, da posploseni integral obstaja. O]

Primer 5.6.4. V 2. poglavju smo s precej tezavami dokazali, da je vrsta

=1

npP
n=1

konvergentna natanko takrat, kadar je p > 1. Preprosteje bi do tega rezul-
tata prisli z uporabo integralskega kriterija, saj je enostavno ugotoviti, da je

integral
/ > dx
P

konvergenten za p > 1 (glej primer 5.6.2. ]
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Poglavje 6

Krivulje v ravnini

6.1 Risanje krivulj

Krivulja v ravnini je zvezna preslikava

o, f] = R?,
ki vsaki tocki ¢ € [a, 8] priredi neko tocko (x(t),y(t)) € R2.

y

(x(2).y(a))

(x(b),y(b))

Slika 6.1: Krivulja v ravnini

Ce se ujemata, torej ce je x(a) = x(b) in y(a) = y(b), je krivulja sklenjena.
Tocka, ki jo dobimo pri dveh razliénih vrednostih t; # ty € [a,b] je samo-
presecisce krivulje ali dvojna tocka. Vsaka sklenjena krivulja ima vsaj eno

191
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Slika 6.2: Krivulja, dana eksplicitno z enacbo y = e=*".

samopreseciice: tocko (x(a),y(a)) = (x(b),y(b)). Ce je to edino samop-
resecisce, je krivulja enostavna sklenjena.

Krivuljo v ravnini lahko opiSemo na vec¢ nacinov, ki jih bomo na kratko
opisali v nadaljevanju.

6.1.1 Eksplicitni opis krivulje.

Krivulja je lahko dana kot graf neke funkcije y = f(x). V tem primeru
vsakemu Stevilu z € D; pripada natanko ena tocka (z, f(x)) na krivulji.
Krivulja, ki je opisana eksplicitno s funkcijo f seka vsako navpi¢no premico
v najve¢ eni tocki.

Primer 6.1.1. Krivulji, ki je graf funkcije f(z) = e~ pravimo Gaussova
krivulja. Nastejmo nekaj njenih lastnosti:

1. Je simetricna glede na os vy, ker je f soda funkcija.

2. Ima vodoravno asimptoto y = 0, ker je lirin f(z)=0.
T—r =00

3. Odvod f'(x) = —2ze™*" je pozitiven za x < 0, tu funkcija narasca, in
negativen za x > 0, tu funkcija pada. V kriti¢ni tocki z = 0 je zato
maksimum.

4. Drugi odvod f"(z) = =2 + 4a2e™*" je pozitiven za |z| > 1/V/2,
funkcija je tu konveksna, in negativen za |z| < 1/v/2, funkcija je tu
konkavna. Tocki = £1/4/2 sta prevoja.

Krivulja je lahko dana tudi eksplicitno z ena¢bo = = g(y). Taka krivulja
seka vodoravne premice v najvec eni tocki.
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Primer 6.1.2. Narisimo $e krivuljo z = 'Y,

Slika 6.3: Krivulja, dana z enacbo z = e'8Y.

6.1.2 Parametricen opis krivulje

Krivulja je opisana parametricno s funkcijama x = x(t) in y = y(¢t), t € [a, b].
Predpisu

t— (x(t),y(t) € R?
pravimo parametrizacija krivulje, spremenljivki ¢ pa parameter.

Primer 6.1.3.
1. S predpisom

x=acost, y=asint, te|0,2n]

je dan parametricen opis kroznice s sredis¢em v izhodisc¢u koordinat-
nega sistema in s polmerom a. Ko parameter ¢ tece od 0 proti 27, se
tocka na kroznici giblje od tocke (1,0) v pozitivni smeri, tj. v smeri
nasprotni smeri urinega kazalca. Kroznica je primer enostavne sklen-
jene krivulje.

Tudi predpis

xr=asint, y=acost, te]0,2n]
je parametrizacija iste kroznice, le da je zacetna tocka v tem primeru

(0,1) in smer gibanja nasprotna kot prej.

2. Predpis

r =acost, y=bsint, te]l0,2n]

doloca elipso s sredis¢em v izhodiscu koordinatnega sistema in z glavn-
ima osema a in b, saj je
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3. Krivulja, dana z

r=acht, y=asht, teR,

je hiperbola

Krivulja v ravnini Se zdale¢ nima ene same parametrizacije — kroznico
22 + y? = a? smo parametrizirali Ze na dva nac¢ina. Razliénih parametri¢nih
opisov dane krivulje je zelo veliko.

Oglejmo si Se nekaj znacilnih parametricno danih krivulj.

Cikloida je krivulja, ki jo opise tocka A na kroznici, ki se kotali po osi
x. Zapisimo enacho cikloide v parametricni obliki, parameter ¢t pa naj bo
kot zasuka kroznice glede na zacetno lego, ki je izbrana tako, da je sredisce
kroznice v tocki (0, a), tocka A pa v koordinatnem izhodis¢u (glej sliko 6.4).

Slika 6.4: Cikloida in trohoida

Ko se kroznica zavrti za kot ¢, se njeno sredisce premakne v tocko (at, a),
tocka A pa se zavrti okrog sredisca kroga, tako da so njene nove koordinate
x =a(t —sint), y=a(l— cost).

Ko kroznica naredi en cel obrat, opise tocka A eno vejo cikloide in se spet
dotakne osi z, razlika med dvema dotikaliScema je 27r.
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Trohoida Nalogo lahko posplosimo — opisimo gibanje tocke v notranjosti
kroga, ki je oddaljena od sredisca za b < a. Krivulji, ki jo taka tocka opise,
pravimo trohoida, njena parametrizacija je:

r=at —bsint, y=a—bcost.

Cikloida je seveda poseben primer trohoide.

Epicikloida Nalogo pa lahko posplosimo tudi v drugo smer. Namesto po
osi « (tj. po premici) se lahko kroznica kotali pa kaksni drugi krivulji. Ce se
kotali po zunanji strani druge kroznice, pravimo krivulji, ki jo opise tocka A
na kroznici, epicikloida.

\ \ © N ’
Slika 6.5: Epicikloida

Polmer fiksne kroznice naj bo b, polmer kotalece se pa a. Kadar je
razmerje b/a celo stevilo, bo po enem obhodu tocka A spet v tocki izhodiséni
tocki. Epicikloida je v tem primeru enostavno sklenjena krivulja. Ce je
b/a = p/q racionalno stevilo (p/q je okrajsan ulomek), se bo tocka A vrnila
v izhodiséno tocko po ¢ obhodih. Epicikloida bo v tem primeru sklenjena,
vendar bo imela samopreseciséa. Ce pa je b/a iracionalno stevilo, se tocka A
ne bo nikoli ve¢ vrnila v izhodis¢éno tocko in epicikloida v tem primeru ne bo
sklenjena krivulja.

Najenostvnejso epicikloido dobimo takrat, ko imata kroznici enaka polmera
a = b. Tedaj se tocka A vrne v zacetno lego po enem obhodu in epicikloida
ima eno samo vejo. Taki epicikloidi pravimo, zaradi njene oblike, srénica ali
kardioida.



196 POGLAVJE 6. KRIVULJE V RAVNINI

Hipocikloida Ce se kroznica kotali po notranji strani fiksne kroznice (ki
mora v tem primeru biti veéja od prve), dobimo krivuljo, ki ji pravimo
hipocikloida.

Slika 6.6: Astroida

Tudi hipocikloida je enostavna sklenjena krivulja, ce je razmerje b/a celo
stevilo. Hipocikolida z razmerje b/a = 2 je premer kroga (ki ga tocka opise
dvakrat, da dobimo sklenjeno krivuljo). Hipocikloidi z razmerjem b/a = 4
pravimo astroida. Njena enacba v parametricni obliki je

r=4acos®t, y=4dasin’t.
Parametrizaciji epicikloide in hipocikloide sta izpeljani v [8].
Tangenta na parametricno dano krivuljo Krivulja, dana v parame-
triéni obliki z x = z(t), y = y(t), je gladka, ¢e sta odvoda Z(t) in §(t) zvezni
funkciji, ki nimata pri nobenem ¢ obe hkrati vrednost 0. Ce je v neki tocki

to odvod & = &(t) # 0, je v okolici tocke to funkcija x(t) monotona, tako da
obstaja inverzna funkcija ¢ = t(z) in y se z x izraza eksplicitno:

y = y(t(r)).
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Izracunajmo odvod:

dy dy dt dy/dz  y()

de  dt dx  dx/dt  @(t)

Od tod sledi, da obstaja tangenta na krivuljo v tocki ¢, njena enacha je:

y —y(to) = = (x — z(l))-

V okolici tocke, kjer je &(tp) = 0 in y(io) # 0, pa je funkcija y monotona
in je . = z(t(y)). Odvod je

—_— = = — O’
dy (o)
tangenta je v takih tockah navpicna.

Primer 6.1.4.

1. Zapisimo enacho tangente na cikloido v tocki zg = a(ty — sinty), yo =
a(l — costp).

Smerni koeficient tangente je

,_@_y Sil’lto

_daj_a':zl—costo’

zato je enacba tangente

sin g

Y (x — x0) + Yo.

- 1 — costy
2. Dokazimo: odsek na tangenti na astroido, ki ga odrezeta koordinatni
osi, je v vseh tockah astroide enak.
Smerni koeficient tangente je
,_dy Y 12asin®t cost

dr & —12acos?tsint &b

od koder dobimo enacbo tangente

y — 4asin®t = —tgt(r — dacos’t),
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ki jo pomnozimo s cost in preuredimo

ycost + xsint = 2asint cost.

a; = 2acost In a, = 2asint,

razdalja med tockama (2a cost,0) in (0,2asint) pa je

\/ a2 + a2 = 2a,

neodvisno od t. ]

6.1.3 Krivulje v polarnem koordinatnem sistemu

Polarni koordinatni sistem v ravnini je doloc¢en z izbiro tocke, ki predstavlja
koordinatno izhodisce O, in poltraka z zacetkom v izhodiscu, ki predstavlja
polarno os. Tocka v ravnini je v tem koordinatnem sistemu doloc¢ena s po-
larnim radijem r, ki je oddaljenost tocke od izhodisca, in s polarnim ko-
tom @, ki ga daljica med tocko in koordinatnim izhodis¢em oklepa s polarno
osjo. Ce je v ravnini ze izbran kartezi¢ni koordinatni sistem, obi¢ajno koordi-
natno izhodisce polarnega in kartezicnega koordinatnega sistema sovpadata,
polarna os pa je na pozitivhem delu osi z. V tem primeru se karteziéne
koordinate izrazajo s polarnimi z:

T =rcosp, Yy=rsingp, (6.1)

polarne s kartezi¢nimi pa z:

r= VAT, =L (62)

Krivulja v polarnem koordinatnem sistemu je dolocena s funkcijo

r=r(p). (6.3)
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Krivulji (6.3) pripada tista tocka na poltraku ¢ = g, ki je od izhodisca
oddaljena za 7(pp). Obicajno zahtevamo, da je r > 01

Primer 6.1.5.

1. Kroznica s sredis¢em v (0,0) in polmerom a je (po definiciji) mnozica
tock, ki so za a oddaljene od sredisca, zato je r = a enacha te kroznice
v polarnih koordinatah.

2. Krivuljo, ki jo opisuje enacba r = 2cosp nariSemo tako, da na vec
poltrakih ¢ = ¢; za razlicne ¢; € [-II/2, Pi/2] odmerimo razdaljo
r = 2cos p; in povezemo dobljene tocke.

Slika 6.7: Krivulja 7 = 2cos ¢

Pogled na sliko 6.7 nam pokaze podobnost s kroznico. Prepricajmo se,
da je dobljena krivulja res kroznica! Enacbo r = 2 cos ¢ pomnozimo z
7 in pretvorimo v karteziéne koordinate 2% +y? = 2z, od koder dobimo
znacilno enacbo kroznice

1V nekaterih, predvsem amerigkih ucbenikih lahko sre¢amo drugacen pristop, pri
katerem je lahko r < 0, ustrezno tocko na krivulji nanasamo na poltrak ¢ v negativno
smer, torej v resnici lezi na komplementarnem poltraku. Mi se bomo vseskozi drzali za-
hteve r» > 0.
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(-1 +¢y* =1

Krivuljo, dano v polarnih koordinatah z ena¢bo r = r(y), lahko s pomoéjo
enacbe (6.1) vedno parametriziramo — parameter je v tem primeru kar po-
larni kot:

z=r(p)cosp, y=r(p)sing.

6.1.4 Implicitno dane krivulje

Enac¢ba F'(x,y) = 0 lahko doloca krivuljo v ravnini. V tem primeru pravimo,
da je krivulja dana implicitno. Na primer, z enacbo (z—x¢)*+ (y —yo)* = a?
je implicitno dana kroznica s srediséem v tocki (xg, o) in s polmerom a.

Enacbo tangente na implicitno dano krivuljo v to¢ki (¢, yo) dobimo tako,
da funkcijsko zvezo F'(z,y) = 0 odvajamo na z in upoStevamo odvisnost
spremenljivke y od spremenljivke x.

Primer 6.1.6. Krivulji, dani z enacbo

2* + y? = 3y, (6.4)
pravimo Descartesov list. Zapisimo enacbo tangente v tocki (3/2,3/2) na
krivulji.

7 odvajanjem dobimo

32° + 3y°y' =3y + 3ay/, Y = =1,
zato je enacba tangente

(y—3/2)=—(r—3/2) oziroma y=—z+3.

Pogosto implicitno dano krivuljo laze nariSemo tako, da pois¢emo kaksno
njeno parametrizacijo in jo riSemo v parametri¢ni obliki.

Primer 6.1.7.
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Slika 6.8: Lemniskata

1. Lemniskato (x*+y*)? = 22 —y? najlaze narisemo v polarnih koordinatah

(slika 6.8):
r? = cos 2.

2. Narisimo Descartesov list (prepricaj se, da je to ista krivulja kot (6.4),

slika 6.9):
3t 3t?
r=-—-7" = —.
1+ YT
[zhodisce je samopresecisce, poSevna asimptota je premica x +y = —1.

Premiki koordinatnega sistema. Pogosto lahko enacbo krivulje poenos-
tavimo s togim premikom koordinatnega sistema. Vsak togi premik koordi-
natnega sistema (tj. premik, ki ohranja medsebojne razdalje med tockami)
lahko zapisemo kot kombinacijo zasuka in paralelnega premika.

Paralelni premik koordinatnega sistema dosezemo tako, da vpeljemo nove
koordinate (X,Y’) z enacbama

X=x—a, Y=y-—0>

Koordinatno izhodis¢e novega sistema ima v starem sistemu koordinate (a, b).
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y

Slika 6.9: Descartesov list

Primer 6.1.8. Parabolo y = 2* — 22 — 3 = (v — 1)? — 4 preprosteje opisemo
v koordinatnem sistemu, ki ima izhodiS¢e v njenem temenu, s koordinatami

X=z—-1 Y=y+4, torej Y =X~

Zasuk ali vrtenje koordinatnega sistema za kot « najlaze opisemo s po-
larnimi koordinatami. Tocka

T(z,y) = T(rcose,rsinp)

se v zasukanem koordinatnem sistemu izraza s koordinatama

X = rcos(p —a)=rcospcosa+ rsingsina
rcosa + ysina,
Y = rsin(p — a) =rsingpcosa — rcos psin o

= —xsina+ ycosa,
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><V

Slika 6.10: Premik koordinatnega sistema

stare pa se z novimi izrazajo z

r=Xcosa—Ysina, y=Xsina+Y cosa. (6.5)
T
Y
X
Y
o
x

Slika 6.11: Zasuk koordinatnega sistema za kot «

Primer 6.1.9. S premikom in zasukom koordinatnega sistema lahko vsako
enacbo krivulje drugega reda

ar® +bxy + ey’ +dr+ey+ f=0

prevedemo na eno od osnovnih oblik AX? + BY? = C,Y = 2¢X? ali X =
2pY2. Poizkusimo z enacbo x2 + xy + y? = 2. Mesenega ¢lena se znebimo z
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y
2t

2t

Slika 6.12: Krivulja 2% + zy + y* = 2.

ustreznim zasukom, tako da v enac¢bo vpeljemo nove koordinate s predpisom
(6.5) in kot a dolo¢imo tako, da bo koeficient pri mesanem ¢lenu enak 0:

(Xcosa—Ysina)’+ (X cosa — Ysina)(X sina+ Y cosa)

+(Xsina + Y cosa)? = 2.

Mesani ¢len je

—2XY cosasina + XY cos?a — XY sin?a+ 2XY sinacosa = 0,

XY cos(2a) =0,

od koder je a = w/4. Enacbo zapisemo v polarnih koordinatah

X?(cos? a + cos asin a + sin® @) + Y3 (sin? a — sin a cos a + cos® ) = 2,
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3 1
ZX? 4 Zy? =2,
2 + 2

Krivulja je elipsa z glavnima osema 4/3/2 in 1/1/2, ki v starem koordinatnem
sistemu lezita na premicah y = x in y = —z. |

6.2 Uporaba integralov v ravninski geometriji

6.2.1 Plosc¢ine krivocértnih likov

Plos¢ina krivoértnega trapeza, omejenega z osjo x, s premicama r = a
in z = b in z grafom pozitivne zvezne funkcije y = f(x), je enaka dolocenemu

integralu
b

To velja tudi, ¢e je krivulja, ki omejuje lik zvrha, podana parametri¢no, s
predpisom = = x(t), y = y(t), kjer je x(t) monotona funkcija:

b B
S = / ydr = / y(t)x(t)dt, z(a)=a, z(8)="0.

X

11 2n

Slika 6.13: Ploscina lika pod cikloido
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Primer 6.2.1. Izracunajmo plos¢ino pod enim lokom cikloide

r =a(t—sint), y=a(l—cost).

2ma 2
S = / yda:=a2/ (1 —cost)?*dt
0 0
2
= az/ (1 —2cost + cos’t) dt = 3ma?,
0

Ploscina pod cikloido je torej trikrat vecja od ploscine kroga, s kotaljenjem
katerega je cikloida nastala. [ ]

Slika 6.14: Ploscina izseka v polarnih koordinatah

Ploscina krivocrtnega trikotnika, omejenega s poltrakoma ¢ = « in
¢ = f in s krivuljo, dano v polarnih koordinatah z zvezno funkcijo r = r(yp),
se tudi izraza z integralom. Naj bo
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CY:Q00<(,01<...<(,0,171<(,0”:6

delitev intervala [o, 8] in izrac¢unajmo ploséino lika, sestavljenega iz kroznih
izsekov AS; nad kotom 0; = ¢; — ¢;_1 s polmerom r = r(y;). Plos¢ina
posameznega kroznega izseka je

ploscina celega lika pa

Sn: %eraza

i=1

kar je integralska vsota za funkcijo 7(¢)?/2. Ce je D, neko zaporedje delitev
intervala [, (], kjer gredo razmiki med delilnimi tockami proti 0, ko n — oo,
konvergirajo intregralske vsote proti dolo¢enemu integralu, stopnicasti lik pa
se cedalje bolje prilega krivo¢rtenmu trikotniku. V limiti je

1

B
S = 5/ ()2 dp.

Primer 6.2.2. Izracunajmo plos¢ino lika, omejenega z lemniskato r? = cos 2¢
(slika 6.8). Zaradi simetrije je

w/4
S = 2/ cos2pdp = [sin2<p]izg/4 = 1.
0

Formulo za ploscino krivocrtnega trikotnika v kartezicnih koordinatah
dobimo iz zveze

T =7rcosp, Yy=rsiny,

torej

dx = dr cosp —rsinpdyp; dy = dr siny + rcos e de.
Od tod dobimo
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in je

Izraz (zy — yi)dp/2 se imenuje diferencial ploséine in je enak ploséini
trikotnika AOTT", kjer sta T in T” dve bliznji tocki s koordinatama (x,y) in
(x + dx,y + dy).

Primer 6.2.3. Izrac¢unajmo ploscino elipse z = acost in y = bsint. Tukaj je
T = —asintdt in y = bcostdt zato je:

1 2 b 2
S:—/ (xy—x'y)dt:a— dt = mab.
2 Jo 2 Jo

6.2.2 Loc¢na dolzina

Naj bo f(x) zvezno odvedljiva funkcija na intervalu [a, b, to je taka funkcija,
da je odvod f’ zvezena funkcija na tem intervalu. Graf funkcije f je neka
krivulja nad intervalom [a, b]. Zanima nas, koliksna je dolZina loka te krivulje.
Naj bo

a=xo<z1<...<z,=0b

delitev intervala in T; = (x;, f(x;)) tocka na krivulji, ki lezi nad delilno tocko
x;. lzracunajmo dolzino s, lomljene daljice, ki povezuje vse tocke T; na
krivulji. Razdalja med dvema zaporednima tockama je:

As; = \/(372 —xi1)? + (f(2:) = f(xim1))™

Po Lagrangeovem izreku lahko zapisemo

f(zi) = f(zica) = f/(fz‘)(l’i — X)) = f’(fi)@‘,

torej je
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Sn = ZASi = Z\/ L+ f'(&)di.

To je integralska vsota za zvezno funkcijo /1 + (f/(z))?. in celotna dolzina
loka je

5:/ \/1+(f’(:c))2d:v:/ V1+ (y)2dx (6.6)

Za vsak = € [«, (] je

s(x) :/axmdaz

dolzina loka krivulje od tocke a do tocke x, torej je s(x) narasc¢ajoca, zvezna
in odvedljiva funkcija na [«, 5], njen odvod pa je

ds /1 e
dr g
Ce to relacijo pomnozimo z dx, dobimo locéni diferencial krivulje:

ds = \/1+y?*dr = \/dz? + dy?, (6.7)

¢e to kvadriramo, pa kvadrat loénega diferenciala

ds* = da® + dy?. (6.8)

Za krivuljo, dano parametri¢no s predpisoma = = z(t), y = y(t), dobimo
lo¢ni diferencial, tako da v izrazu (6.7) upostevamo odvisnost koordinat od
parametra t:

ds = $dt = \/i% + g2 dt.

Dolzina loka je integral lo¢nega diferenciala:

B
s:/ \/ 22+ g% dt.

Funkcija

s
s(t) = / @2 + 92 dt
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dy ds

dx \

Slika 6.15: Loc¢ni diferencial krivulje

je narascajoca, torej je injektivna in ima inverzno funkcijo t = t(s). Ce to vstavimo v
enachi krvulje,

r=1x(t(s), y=y(t(s)),

pravimo, da je krivulja parametrizirana z naravnim parametrom. Kadar je x = x(s),
y = y(s) parametrizacija z naravnim parameterom, je

daz\? dy 2
.2 .2: —_— _— :1
#eit=(5) () =
s:/aﬁds.

1. Izracunajmo dolzino loka cikloide

zato je dolzina loka enaka

Primer 6.2.4.

x =a(t —sint), y=a(l— cost).
Ker je

t=a(l —cost), ¢ =asint,
je kvadrat locnega diferenciala

t
i +9* = a*(2 — 2 cost) = 4a*sin? 3



6.2. UPORABA INTEGRALOV V RAVNINSKI GEOMETRIJI 211

dr

Slika 6.16: Locni diferencial krivulje v polarnih koordinatah
od tod pa dobimo

2 t t t=27
s:/ 2asin — dt = 4a [— CoS —] = &a.
0 2 2

2. Obseg elipse x = acost, = bsint je enak

2T 2
s:/ \/a281n2t+b20052tdt:/ \/bQ—(b2—a2)sin2tdt,
0 0

ta integral pa s substitucijo sint = x prevedemo na elipti¢ni integral
prve vrste, ki ni elementarna funkcija. Obseg elipse se torej izraza z
elipticnim integralom (od koder je integral tudi dobil svoje ime). u

Na bo krivulja v polarnih koordinatah dana z enacbo

r=r(p), ¢¢€lopl
Parametrizacija krivulje s kotom ¢ je:

z=ux(p)cosp, y=r(p)sin(p),
torej je kvadrat locnega diferenciala enak

ds® — ((T' cos @ — rsin)? + (7' sin p + r cos @)2) dp
— ((7,/)2 —|—T2) ng — dT2—|—T2dQ02.
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Dolzina loka je

s:/fmdw.

Slika 6.17: Kardioida

Primer 6.2.5. Izracunajmo dolzino loka kardioide r = a(1 + cos¢) (Slika
6.17).

Ker je 1’ = —asinp, je

2m T
s:\/ia/ \/1+cosg0dg0:2a/ Cosgdgoz&z.
0

2
0
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6.2.3 Prostornina geometrijskih teles

Prostornina telesa z znano plos¢ino prereza Prostornino telesa lahko
izracunamo, ¢e znamo izracunati plos¢ine njegovih vzporednih prerezov. Naj
bo telo postavljeno med dve vzporedni ravnini v prostoru, pravokotni na os
x, na primer x = a in x = b. Prerez telesa pri poljubnem z € [a, b] je nek
lik, njegova ploscina je odvisna od polozaja prereza, torej je neka funkcija,
oznacimo jo z A(x). Ce poznamo vrednost funkeije A(z) pri vsakem x € [a, b],
lahko odtod izracunamo prostornino telesa.

Naj boa =2y < 71 < ... < x, = b neka delitev intervala. Volumen
rezine telesa med delilnima tockama z; ; in x; je priblizno enak

AV = A(&) (2 — 2i-1) = A(&) i,

vsota volumnov vseh teh rezin pa je priblizek za celotno prostornino

Vo= AV, = A(&)d:.
i=1

To je kot integralska vsota za funkcijo A(z). Ce je A(x) integrabilna funkcija
(na primer odsekoma zvezna ali monotona), je volumen enak

V= /b A(z) dz. (6.9)

(0,0,0)

Slika 6.18: Prostornina klina
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Primer 6.2.6. Izracunajmo volumen klina, ki ga izrezeta iz valja s polmerom
a dve ravnini — prva je pravokotna na os valja, druga pa jo seka v premeru
valja pod kotom 7/4 (slika 6.18). Koordinatni sistem izberemo tako, da je
—a < x < a, osnovna ploskev valja je dolo¢ena z neenachama 0 < y <
va? — x? in pri vsakem x je ploSCina pravokotnega prereza enaka ploscini
enakostranicnega trikotnika

(V@ =) (-2

Ay ="5—"="73

Volumen klina je zato enak

Prostornina rotacijskega telesa Najbo f zvezna in nenegativna funkcija
na intervalu [a,b]. Ce zavrtimo krivuljo y = f(x) okoli abscisne osi, opise
rotacijsko ploskev. Ta ploskev in ravnini, ki v tockah x = a in x = b stojita
pravokotno na abscisno os, omejujejo rotacijsko telo (slika 6.19).

Slika 6.19: Rotacijsko telo

Ker je ploscina pravokotnega prereza rotacijskega telesa enaka

Alx) = m(f(2))*,

zato je njegov volumen
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b b
V:ﬂ'/ f2(z) da:zw/ y* du. (6.10)
Primer 6.2.7.

1. Izracunajmo prostornino krogle s polmerom a.

Krogla nastane, ko se okrog osi z zavrti krog x? + y? < a?. Volumen
krogle je

a 37 T=a 4 3
V:ﬂ'/ (az—xz)dxzw{a%—%} = 7;&.

—a r=—a

2. Izracunajmo prostornino torusa (slika 6.20), ki nastane, ko krog z radi-
jem a in sredis¢em v tocki (a,b), kjer je a < b, zavrtimo okoli osi z.

y

Slika 6.20: Presek torusa

Kroznico lahko obravnavamo kot graf dveh funkcij:

y=>b+va?— 22
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Prostornina torusa je razlika prostornine telesa, ki ga ob vrtenju opise
zgornja veja, in prostornine telesa, ki ga opisSe spodnja veja, torej

V = W/C;[(bJr\/W)Q—(b— a2—x2)2} dx

w/2

= 47rb/ va? —x2dy == 47Ta2l)/ cos? t dt = 272a’b.

—m/2

Ce je krivulja dana parametricno z enacbama x = z(t), y = y(t), kjer je

V=m /6 y?(t)a(t) dt. (6.11)

Primer 6.2.8. Prostornina vrtavke, ki jo dobimo, ¢e asteroido

r=acos’t, y=asin’t

zavrtimo okrog osi x je

0
V = 3md® / sin® t cos® t(—sin t) dt

™

= —3ma® [ (1 —cos®t)®cos’td(cost)

-1
= —3ma’ (1 — u?)*u® du

J
J

1 3
32
= 37ra3/ (u® — 3u + 3u® — u®) du = T
1 105

Volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo z vrtenjem lika pod krivuljo
y = f(z), a <z < b okrog osi y, moramo izra¢unati drugace. Naj bo

a=xo<z;1<...<z,=0b
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delitev intervala [a, b]. Z vrtenjem pravokotnika z visino f(x;) nad intervalom
[;_1, 2;] dobimo votel valj ali tanko valjno lupino, katere volumen je priblizno
enak

Ti + T _
TH(IEZ — xi—1) = 27 f ()26,

kjer je z; = (x; + x;41)/2 povprecna vrednost polmera, §; = x; — x;_1 pa
debelina lupine. Z vrtenjem stopnicastega lika, sestavljenega iz taksnih pra-
vokotnikov, dobimo stopnicasto telo, sestavljeno iz valjnih lupin, katerega
volumen je

AV; =2x f(x;)

Ker je to integralska vsota za funkcijo 27 f(z)z, je iskani volumen enak

n—oo

b
V=1mV,= 27?/ zf(x)dz. (6.12)

Primer 6.2.9. Izracunajmo prostornino telesa, ki nastane, ¢e odsek sinusoide
y =sinz med 0 in 7 zavrtimo okoli ordinatne osi.

V:27r/ xsinxdszw[—xcosx]zzgjL/ cosx dr = 27°.
0 0

Volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo z vrtenjem krivulje

r=uz(t), y=yt), a<t<p

okrog neke splosne osi
r=1x9+at, y=yo+pt
je enak
B
v=r [ (oo

kjer je p(t) oddaljenost tocke na krivulji od osi vrtenja, dl = y/(a? + 5?) pa
je diferencial loka na osi vrtenja.
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6.2.4 Povrsina rotacijskega telesa

Izracunajmo povrsino plasca rotacijskega telesa, ki ga dobimo z vrtenjem
grafa y = f(z), = € [a, b] okrog osi z.
Funkcija f naj bo zvezno odvedljiva. Ce izberemo delitev intervala

a=x9g<z1<...<x, =0,

je telo, ki ga pri vrtenju opiSe lomljena daljica, ki povezuje posamezne delilne
tocke na krivulji, sestavljeno iz prisekanih stozcev. Daljica med tockama T;_4
in T; dolzine As; pri tem opiSe stozec s plaséem

yi—12+ yiASi _ 27Tyi—12+ Yi M+ (F/(€))26,.

Povrsina celega telesa je tako

AP, =27

P, —ZAP —WZ (Tio1 + f(@:) V14 (f(6))%

Ce izberemo zaporedje delitev, kjer gredo vse dolzine §; — 0, je limita
dobljenega zaporedja (P,) enaka povrsini rotacijskega telesa:

= nh_)rrgoﬂz (zim1 + f(23)) 1+ (f'(&))%0

= 7TZ(ZJ‘(&))\/ L+ (f"(&))%0i = 27T/ f@)V1+(f'(x))* de. (6.13)

Primer 6.2.10. Izracunajmo povrsino telesa, ki nastane, ko krivuljo y = chx
med z = —1 in z = 2 zavrtimo okoli abscisne osi.

ds = V1+sh’x dx = chz dx;

1 h 2
P = 27?/ ch2:cda::27r/ %dw
-1 -1

1 v=2 1 1
= 7 x+§sh2x =7 2+§sh4+1+§sh2

r=—1

(6 4+sh4+sh2).

ro |
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Ce je krivulja podana v parametricni obliki z = z(t); y = y(t), je

B
P = 27r/ y\/i2 + 72 dt. (6.14)

Primer 6.2.11. Kardioido = = a(2cost — cos2t), y = a(2sint — sin 2t),
naj zavrtimo okoli abscisne osi. Izracunajmo povrsino dobljene rotacijske
ploskve.

Ker je kvadrat diferenciala loka enak

t
i + 9% = 16a” sin® 3
je iskana povrsina

T t 1287a?
P = 87Ta2/ (2sint — sin 2t) sin 3 dt = =T
0

5

6.2.5 Momenti funkcije

Funkcija f naj bo na intervalu [a, b] pozitivna in integrabilna. Integral oblike

b
Mn:/x"f(x)dx; n=0,1,2,...

imenujemo n-ti moment funkcije. Momenti M, sestavljajo neko zaporedje
Stevil, ki je s funkcijo enolicno doloceno. Velja tudi obratna trditev: dano
zaporedje momentov M,, enoli¢no doloca funkcijo f.

Primer 6.2.12. Izracunajmo momente konstantne funkcije f(z) = 1 na in-

tervalu [a, b].
1 n+1 Jz=1 1
M, = / " dx = r = )
0 n+1],_, n+l
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Oglejmo si fizikalno interpretacijo momentov. Naj bo na intervalu [a, 0]
porazdeljena masa in naj bo vrednost funkcije f(x) enaka gostoti mase v
razdalji = od izhodis¢a (predstavljajmo si, da na abscisni osi lezi palica, ki je
neenakomerno debela). Potem imajo prvi trije momenti

m:/bf(:c)dx, M = /:cf J:/ab:ch(:c)dx

fizikalen pomen. Prvi integral (m) je enak masi palice, saj je masa koscka
palice z dolzino dz enaka f(x) dx. Drugi integral je staticni moment M, tretji
integral pa je vztrajnostni moment palice J.

Ce statiéni moment M delimo z maso m, dobimo absciso z, tezisca palice

mxy = /bxf(:c) dx

7 drugacno interpretacijo momentov se bomo srecali pri verjetnostnem
racunu.
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Stvarno kazalo

aksiom
Dedekindov, 17

asimptota
navpicna, 79
posevna, 92
vodoravna, 80

asociativnost, 8

bisekcija, 89
celi del, 4

de Morganov zakon, 3
diferen¢ni kvocient, 103
diferencial, 118

vi§jega reda, 121
distributivnost, 8

enota, 8
imaginarna, 23

formula
Newton-Leibnizova, 163
Taylorjeva, 137
funkcija, 63
n-krat odvedljiva, 120
algebraic¢na, 91
area, 102
ciklometri¢na, 97
definicijsko obmocje, 63
denticna, 64
eksponentna, 93
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graf, 65
hiperboli¢na, 99
integrabilna, 155
inverzna, 66, 86
konkavna, 144
konstantna, 63
konveksna, 144
konvergentna, 78
korenska, 64
kotna, 95

liha, 72

limita, 76
logaritemska, 94
lokalni ekstrem, 124

potreben pogoj, 125
zadosten pogoj, 135, 136, 143

monotona, 69, 157
naraslajoca, 69
narascajoca, 133
odsekoma zvezna, 157
odvedljiva, 103

na intervalu, 108
z desne, 105
z leve, 105

omejena, 89
padajoca, 69, 133
potencna, 64
racionalna, 70, 92
sestavljena, 70
sinus, 95
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soda, 72

tangens, 95
transcendentna, 93
trigonometricna, 77, 95
zaloga vrednosti, 63
zvezna, 73, 156

infimum, 17
integracija po delih, 170
integral
binomski, 179
doloc¢eni, 155
elipti¢ni, 179
posploseni, 184
interval, 10
neomejen, 11
izrek
adicijski, 94, 97, 101
binomski, 138
Cauchyjev, 130
Fermatov, 124
Lagrangeov, 128
o povprecni vrednosti, 160
o vmesnih vrednostih, 90
osnovni

integralskega racuna, 162
Rollov, 127

komponenta

imaginarna, 21

realna, 21
kompozitum, 6, 70, 86
komutativen

obseg, 8
komutativnost, 8
koordinatni sistem, 10
kriterij

integralski, 189

primerjalni, 187
kriticna tocka, 123

lastnost kontinuuma, 17
limita

zaporedja, 35
limita funkcije, 76
logaritem, 51

meja
spodnja, 16
zgornja, 16
mnozica, 1
element, 1
komplement, 2
moc¢, 5
omejena, 16
operacije, 2
podmnozica, 2
prava, 2
prazna, 1
premi produkt, 2
razlika, 2
univerzalna, 2
mnozici
disjunktni, 2
modul, 24

nicla, 8
ntegral
nedoloceni, 151

obseg
urejen, 8

odvod, 103
ciklometri¢nih funkcij, 114
desni, 105
eksponentne funkcije, 112
hiperboli¢nih funkcij, 115
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inverzne funkcije, 111 injektivna, 4
visjega reda, 122 inverzna, 7
konstante, 108 konstantna, 4
kotnih funkcij, 113 povratno-enoli¢na, 4
kvocienta, 109 sestavljena, 6
levi, 105 surjektivna, 4
logaritma, 113 zaloga vrednosti, 4
potence, 110, 113 prevoj, 145
produkta, 109
sestavljene funkcije, 110 stacionarna tocka, 123
visjega reda, 122 supremum, 17
tabela elementarnih funkcij, 116 Stevila
visjega reda, 120 cela, 15
vsote, 108 decimalna, 12
okolica, 11 deljenje, 8
08 iracionalna, 16
imaginarna, 22 kompleksna, 21
realna, 22 koren, 29
polarni zapisa, 27
parabola, 65 koren, 21
pol funkcije, 79 mnozenje, 8
polinom, 70, 91 naravna, 13
stopnja, 70 negativna, 8
Taylorjev, 136, 138 odstevanje, 8
vodilni koeﬁcient, 70 pozitivna, 8
popolna indukcija, 14 racionalna, 15
potenca, 19 razdalja, 9
pravilo realna, 8
L’Hopitalovo, 131 sestevanje, 8
trikotnisko, 9, 24 stevilo
pren}ica argument, 26
Stevilska, 10 imaginarno, 23
presek, 2 konjugirano, 23
preslikava, 3 stevilo e, 50
bijektivna, 4
definicijsko obmocje, 3 tangenta, 105
graf, 7 Taylorjeva formula, 137

identicna, 4 Taylorjeva vrsta, 139
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binomske funkcije, 139
cosinusa, 142
eksponentne funkcije, 140
logaritemske funkcije, 141
sinusa, 141

ulomek, 15
unija, 2
upodobitev, 3

vrednost
absolutna, 9, 24
povprecna, 159
vrsta, 52
absolutno konvergentna, 59
alternirajoca, 60
binomska, 140
divergentna, 52
harmoni¢na, 54
konvergenca
potreben pogoj, H4
konvergentna, 52
kvocientni kriterij, 57
Leibnizov kriterij, 59
ostanek, 58
pogojno konvergentna, 59
primerjalni kriterij, 56
Taylorjeva, 139
vsota, 52
zaporedje delnih vsot, 52
vsota
integralska, 153

zakon
de Morganov, 3
odbojni, 126
tranzitivnosti, 9
trihotomije, 9
zaporedje, 31

aritmeticno, 32
divergentno, 35
eksplicitno, 31
geometrijsko, 32
infimum, 32
iterativno, 32
konvergentno, 35
limita, 35
monotono, 43
narascajoce, 43

strogo, 43
omejeno, 32
padajoce, 43

strogo, 43
rekurzivno, 32
stekalisce, 33
supremum, 32
zaloga vrednosti, 32

zlepek, 74
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