Poglavje 6

Krivulje v ravnini

6.1 Risanje krivulj

Krivulja v ravnini je zvezna preslikava

¢ la, f] - R,
ki vsaki tocki ¢ € [a, ] priredi neko tocko (x(t),y(t)) € R2.

y

(x(a).y(2))

(x(b).y(b))

Slika 6.1: Krivulja v ravnini

vulje. Ce se ujemata, torej ¢e je x(a) = x(b) in y(a) = y(b), je krivulja
sklenjena. Tocka, ki jo dobimo pri dveh razliénih vrednostih t; # t5 € [a, b]
je samopresecisce krivulje ali dvojna tocka. Vsaka sklenjena krivulja ima
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192 POGLAVJE 6. KRIVULJE V RAVNINI

Slika 6.2: Krivulja, dana eksplicitno z enacbo y = e=*".

vsaj eno samopresecisce: tocko (z(a),y(a)) = (x(b),y(b)). Ce je to edino
samopresecisce, je krivulja enostavna sklenjena.

Krivuljo v ravnini lahko opiSemo na vec¢ nacinov, ki jih bomo na kratko
opisali v nadaljevanju.

6.1.1 Eksplicitni opis krivulje.

Krivulja je lahko dana kot graf neke funkcije y = f(x). V tem primeru
vsakemu Stevilu z € D; pripada natanko ena tocka (z, f(x)) na krivulji.
Krivulja, ki je opisana eksplicitno s funkcijo f seka vsako navpiéno premico
v najvec eni tocki.

Primer 6.1.1. Krivulji, ki je graf funkcije f(x) = e pravimo Gaussova
krivulja. Nastejmo nekaj njenih lastnosti:

1. Je simetri¢na glede na os y, ker je f soda funkcija.

2. Ima vodoravno asimptoto y = 0, ker je lim f(z) =0.

r—+o00
3. Odvod f'(z) = —2ze~" je pozitiven za = < 0, tu funkcija naraséa, in
negativen za x > 0, tu funkcija pada. V kriti¢ni tocki z = 0 je zato
maksimum.

4. Drugi odvod f"(z) = —2e~*" + 422%e™*" je pozitiven za |z| > 1/v/2,
funkcija je tu konveksna, in negativen za |z| < 1/v/2, funkcija je tu
konkavna. Tocki = +1/4/2 sta prevoja.

Krivulja je lahko dana tudi eksplicitno z enacbo = = g(y). Taka krivulja
seka vodoravne premice v najve¢ eni tocki.
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Primer 6.1.2. Narisimo $e krivuljo z = '8,

Slika 6.3: Krivulja, dana z enacbo x = e,

6.1.2 Parametricen opis krivulje

Krivulja je opisana parametri¢no s funkcijama x = z(t) in y = y(¢t), t € [a, b].
Predpisu

t— (x(t),y(t)) € R?
pravimo parametrizacija krivulje, spremenljivki ¢ pa parameter.

Primer 6.1.3.
1. S predpisom

x =acost, y=asint, te€][0,2n]

je dan parametricen opis kroznice s srediS¢em v izhodis¢u koordina-
tnega sistema in s polmerom a. Ko parameter ¢ tece od 0 proti 27, se
tocka na kroznici giblje od tocke (1,0) v pozitivni smeri, tj. v smeri na-
sprotni smeri urinega kazalca. Kroznica je primer enostavne sklenjene
krivulje.

Tudi predpis

r=asint, y=acost, tel0,27]
je parametrizacija iste kroznice, le da je zacetna tocka v tem primeru

(0,1) in smer gibanja nasprotna kot prej.

2. Predpis

r =acost, y=bsint, tel0, 2]

doloca elipso s sredis¢em v izhodiséu koordinatnega sistema in z glav-
nima osema a in b, saj je
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3. Krivulja, dana z

r=acht, y=asht, tekR,

je hiperbola

Krivulja v ravnini Se zdale¢ nima ene same parametrizacije — kroznico
2% + y? = a® smo parametrizirali Ze na dva nacina. Razli¢nih parametri¢nih
opisov dane krivulje je zelo veliko.

Oglejmo si Se nekaj znacilnih parametricno danih krivulj.

Cikloida je krivulja, ki jo opise tocka A na kroznici, ki se kotali po osi
x. Zapisimo enacbo cikloide v parametri¢ni obliki, parameter ¢ pa naj bo
kot zasuka kroznice glede na zacetno lego, ki je izbrana tako, da je sredisce
kroznice v tocki (0, a), tocka A pa v koordinatnem izhodiscéu (glej sliko 6.4).

Slika 6.4: Cikloida in trohoida

Ko se kroznica zavrti za kot ¢, se njeno sredisce premakne v tocko (at, a),
tocka A pa se zavrti okrog sredisca kroga, tako da so njene nove koordinate
r=a(t—sint), y=a(l— cost).

Ko kroznica naredi en cel obrat, opise tocka A eno vejo cikloide in se spet
dotakne osi x, razlika med dvema dotikaliscema je 27.
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Trohoida Nalogo lahko posplosimo — opisimo gibanje tocke v notranjosti
kroga, ki je oddaljena od sredisca za b < a. Krivulji, ki jo taka tocka opise,
pravimo trohoida, njena parametrizacija je:

r=at —bsint, y=a— bcost.

Cikloida je seveda poseben primer trohoide.

Epicikloida Nalogo pa lahko posplosimo tudi v drugo smer. Namesto po
osi x (tj. po premici) se lahko kroznica kotali pa kaksni drugi krivulji. Ce se
kotali po zunanji strani druge kroznice, pravimo krivulji, ki jo opise tocka A
na kroznici, epicikloida.

I A
Slika 6.5: Epicikloida

Polmer fiksne kroznice naj bo b, polmer kotalece se pa a. Kadar je raz-
merje b/a celo stevilo, bo po enem obhodu tocka A spet v tocki izhodiséni
tocki. Epicikloida je v tem primeru enostavno sklenjena krivulja. Ce je
b/a = p/q racionalno stevilo (p/q je okrajsan ulomek), se bo tocka A vrnila
v izhodiséno tocko po ¢ obhodih. Epicikloida bo v tem primeru sklenjena,
vendar bo imela samopresecisca. Ce pa je b/a iracionalno stevilo, se tocka A
ne bo nikoli ve¢ vrnila v izhodis¢éno tocko in epicikloida v tem primeru ne bo
sklenjena krivulja.

Najenostvnejso epicikloido dobimo takrat, ko imata kroznici enaka pol-
mera a = b. Tedaj se tocka A vrne v zacetno lego po enem obhodu in
epicikloida ima eno samo vejo. Taki epicikloidi pravimo, zaradi njene oblike,
srénica ali kardioida.



196 POGLAVJE 6. KRIVULJE V RAVNINI

Hipocikloida Ce se kroznica kotali po notranji strani fiksne kroznice (ki
mora v tem primeru biti ve¢ja od prve), dobimo krivuljo, ki ji pravimo hipo-
cikloida.

y
4

Slika 6.6: Astroida

Tudi hipocikloida je enostavna sklenjena krivulja, ce je razmerje b/a celo
stevilo. Hipocikolida z razmerje b/a = 2 je premer kroga (ki ga tocka opise
dvakrat, da dobimo sklenjeno krivuljo). Hipocikloidi z razmerjem b/a = 4
pravimo astroida. Njena enacba v parametri¢ni obliki je

r=4acos’t, y=4dasin’t.
Parametrizaciji epicikloide in hipocikloide sta izpeljani v [8].
Tangenta na parametricno dano krivuljo Krivulja, dana v parame-
triéni obliki z @ = x(t), y = y(t), je gladka, ¢e sta odvoda @(t) in ¢(t) zvezni
funkciji, ki nimata pri nobenem ¢ obe hkrati vrednost 0. Ce je v neki tocki

to odvod & = &(t) # 0, je v okolici tocke to funkcija x(t) monotona, tako da
obstaja inverzna funkcija ¢ = t(z) in y se z = izraza eksplicitno:

y = y(t(x)).
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[zrac¢unajmo odvod:

dy dy dt dy/dx  y(t)
de dt do dx/dt  i(t)
Od tod sledi, da obstaja tangenta na krivuljo v tocki g, njena enacba je:

= vlte) = 0o = o).

~—

<

8

V okolici tocke, kjer je z(tp) = 0 in y(io) # 0, pa je funkcija y monotona
in je z = z(t(y)). Odvod je

—_— = = — O7
dy  y(to)
tangenta je v takih tockah navpicna.

Primer 6.1.4.

1. Zapisimo enacbo tangente na cikloido v tocki xo = a(ty — sinty), yo =
a(l — costyp).

Smerni koeficient tangente je

y_dy gy _ _sinty
Y= i 1 —costy’

zato je enacba tangente

sin to

Y (z — x0) + Yo.

- 1 — costy
2. Dokazimo: odsek na tangenti na astroido, ki ga odrezeta koordinatni
osi, je v vseh tockah astroide enak.
Smerni koeficient tangente je
,_dy g 12asin®t cost

— — 2 _ = —tgt,
dr & —12acos?tsint &

od koder dobimo ena¢ho tangente

y — 4asin®t = —tgt(r — dacos’t),
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ki jo pomnozimo s cost in preuredimo

ycost + xsint = 2asint cost.

Tako sta presecisci tangente z abscisno in ordinatno osjo

a; = 2acost in a, = 2asint,

razdalja med tockama (2acost,0) in (0, 2asint) pa je

\/ @z + a2 = 2a,

neodvisno od t. ]

6.1.3 Krivulje v polarnem koordinatnem sistemu

Polarni koordinatni sistem v ravnini je doloc¢en z izbiro tocke, ki predstavlja
koordinatno izhodisce O, in poltraka z zacetkom v izhodiscu, ki predstavlja
polarno os. Tocka v ravnini je v tem koordinatnem sistemu dolocena s polar-
nim radijem r, ki je oddaljenost tocke od izhodis¢a, in s polarnim kotom ¢, ki
ga daljica med tocko in koordinatnim izhodiséem oklepa s polarno osjo. Ce
je v ravnini ze izbran kartezi¢ni koordinatni sistem, obi¢ajno koordinatno iz-
hodisce polarnega in kartezicnega koordinatnega sistema sovpadata, polarna
os pa je na pozitivnem delu osi x. V tem primeru se kartezi¢ne koordinate
izrazajo s polarnimi z:

T =rcosy, y=rsing, (6.1)

polarne s kartezicnimi pa z:

r=+vr2t+i2 tgp=" (6.2)

T .

Krivulja v polarnem koordinatnem sistemu je dolo¢ena s funkcijo

r=r(p). (6.3)
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Krivulji (6.3) pripada tista tocka na poltraku ¢ = g, ki je od izhodisca
oddaljena za 7(pg). Obicajno zahtevamo, da je r > 0!

Primer 6.1.5.

1. Kroznica s srediséem v (0,0) in polmerom a je (po definiciji) mnozica
tock, ki so za a oddaljene od sredisca, zato je r = a enacba te kroznice
v polarnih koordinatah.

2. Krivuljo, ki jo opisuje enacba r = 2cos nariSemo tako, da na vec
poltrakih ¢ = ¢; za razlicne ¢; € [-1I/2, Pi/2] odmerimo razdaljo
r = 2cos p; in povezemo dobljene tocke.

Slika 6.7: Krivulja r = 2 cos ¢

Pogled na sliko 6.7 nam pokaze podobnost s kroznico. Prepri¢ajmo se,
da je dobljena krivulja res kroznica! Enacbo r = 2 cos ¢ pomnozimo z
r in pretvorimo v karteziéne koordinate 22 +y? = 2z, od koder dobimo
znacilno enacbo kroznice

1V nekaterih, predvsem amerigkih u¢benikih lahko sre¢amo drugacen pristop, pri kate-
rem je lahko r < 0, ustrezno tocko na krivulji nanasamo na poltrak ¢ v negativno smer,
torej v resnici lezi na komplementarnem poltraku. Mi se bomo vseskozi drzali zahteve
r > 0.



200 POGLAVJE 6. KRIVULJE V RAVNINI

(-1 +y*=1.

Krivuljo, dano v polarnih koordinatah z ena¢bo r = r(y), lahko s pomoéjo
enacbe (6.1) vedno parametriziramo — parameter je v tem primeru kar po-
larni kot:

x=r(p)cosp, y=r(p)sinep.

6.1.4 Implicitno dane krivulje

Enacba F(z,y) = 0 lahko doloca krivuljo v ravnini. V tem primeru pravimo,
da je krivulja dana implicitno. Na primer, z enacbo (x —x¢)*+ (y —yo)* = a?
je implicitno dana kroznica s srediséem v tocki (xg, yo) in s polmerom a.

Enacbo tangente na implicitno dano krivuljo v tocki (g, yo) dobimo tako,
da funkcijsko zvezo F(z,y) = 0 odvajamo na x in upoStevamo odvisnost
spremenljivke y od spremenljivke x.

Primer 6.1.6. Krivulji, dani z enacbo

2® + 4 = 3ay, (6.4)

pravimo Descartesov list. Zapisimo enacbo tangente v tocki (3/2,3/2) na
krivulji.
7 odvajanjem dobimo

y —

Aoz !

322 +3y%y =3y +3zy’, Y =

Y

zato je enacba tangente

(y—3/2) = —(x —3/2) oziroma y=—x+ 3.

Pogosto implicitno dano krivuljo laze nariSemo tako, da pois¢emo kaksno
njeno parametrizacijo in jo riSemo v parametric¢ni obliki.

Primer 6.1.7.



6.1. RISANJE KRIVULJ 201

Slika 6.8: Lemniskata

1. Lemniskato (z*+y?*)* = 22—y? najlaze nariSemo v polarnih koordinatah
(slika 6.8):

r? = cos 2¢p.

2. Narisimo Descartesov list (prepricaj se, da je to ista krivulja kot (6.4),

slika 6.9):
3t 3t?
r=-—-7" = —.
116 YT
[zhodisce je samopresecisce, poSevna asimptota je premica x +y = —1.

Premiki koordinatnega sistema. Pogosto lahko enacbo krivulje poeno-
stavimo s togim premikom koordinatnega sistema. Vsak togi premik koordi-
natnega sistema (tj. premik, ki ohranja medsebojne razdalje med tockami)
lahko zapisemo kot kombinacijo zasuka in paralelnega premika.

Paralelni premik koordinatnega sistema dosezemo tako, da vpeljemo nove
koordinate (X,Y’) z enachama

X=x—a, Y=y-—0>

Koordinatno izhodisée novega sistema ima v starem sistemu koordinate (a, b).
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y

Slika 6.9: Descartesov list

Primer 6.1.8. Parabolo y = 2> — 2z — 3 = (z — 1)? — 4 preprosteje opisemo
v koordinatnem sistemu, ki ima izhodisc¢e v njenem temenu, s koordinatami

X=x—-1, Y=y+4, torej Y =X~

Zasuk ali vrtenje koordinatnega sistema za kot a najlaze opiSemo s po-
larnimi koordinatami. Tocka

T(x,y) =T (rcosp,rsinp)

se v zasukanem koordinatnem sistemu izraza s koordinatama

X = rcos(p —a)=rcospcosa+rsinpsina
= zcosa+ysina,
Y = rsin(p —a) =rsingcosa — rcos psina

= —zrsina+ ycosa,
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YA

><V

Slika 6.10: Premik koordinatnega sistema

stare pa se z novimi izrazajo z

r=Xcosa—Ysina, y=Xsina+Y cosa. (6.5)
T
Y
X
Y
a
x

Slika 6.11: Zasuk koordinatnega sistema za kot «

Primer 6.1.9. S premikom in zasukom koordinatnega sistema lahko vsako
enacbo krivulje drugega reda

ax® +bry +cy’ +dr +ey+ f =0

prevedemo na eno od osnovnih oblik AX?2 + BY? = C,Y =2¢X? ali X =
2pY2. Poizkusimo z enacbo z? + zy + y? = 2. Mesenega ¢lena se znebimo z



204 POGLAVJE 6. KRIVULJE V RAVNINI

y
21

2t

Slika 6.12: Krivulja 2 + zy + y? = 2.

ustreznim zasukom, tako da v enac¢bo vpeljemo nove koordinate s predpisom
(6.5) in kot a dolo¢imo tako, da bo koeficient pri mesanem ¢lenu enak 0:

(Xcosa —Ysina)’+ (X cosa — Ysina)(X sina + Y cosa)

+(Xsina + Y cosa)? = 2.

Mesani clen je

—2XY cosasina + XY cos?a — XY sin?a+ 2XY sinacosa = 0,

XY cos(2a) = 0,

od koder je a = /4. Enacbo zapisemo v polarnih koordinatah

X?(cos® @+ cos asin a + sin® @) + Y?(sin? e — sin awcos a + cos® ) = 2,
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3 1

X2+ -YP =2

2 * 2
Krivulja je elipsa z glavnima osema 4/3/2 in 1/1/2, ki v starem koordinatnem
sistemu lezita na premicah y = x in y = —x. [ ]

6.2 Uporaba integralov v ravninski geome-
triji
6.2.1 Plosc¢ine krivocértnih likov

Ploscina krivocrtnega trapeza, omejenega z osjo x, s premicama r = a
in x = b in z grafom pozitivne zvezne funkcije y = f(x), je enaka dolo¢enemu

integralu
b

To velja tudi, ¢e je krivulja, ki omejuje lik zvrha, podana parametri¢no, s
predpisom = = x(t), y = y(t), kjer je x(t) monotona funkcija:

b B
S = / ydr = / y(t)x(t)dt, z(a)=a, z(8)="0.

X
m 2n

Slika 6.13: Ploscina lika pod cikloido
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Primer 6.2.1. Izrac¢unajmo plos¢ino pod enim lokom cikloide

r=a(t —sint), y=a(l— cost).

2ma 27
S = / yd:z:zaz/ (1 —cost)?*dt
0 0
27
= a2/ (1 —2cost + cos’t) dt = 3ma?,
0

Ploséina pod cikloido je torej trikrat vec¢ja od ploscéine kroga, s kotaljenjem
katerega je cikloida nastala. |

Slika 6.14: Plosc¢ina izseka v polarnih koordinatah

Ploséina krivoértnega trikotnika, omejenega s poltrakoma ¢ = « in
¢ = [ in s krivuljo, dano v polarnih koordinatah z zvezno funkcijo r = r(yp),
se tudi izraza z integralom. Naj bo
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a=pr <1 <...<@p1 <@, =7

delitev intervala [o, ] in izrac¢unajmo ploséino lika, sestavljenega iz kroznih
izsekov AS; nad kotom 0; = ¢; — ¢;_1 s polmerom r = r(yp;). Plos¢ina
posameznega kroznega izseka je

1
ASZ = 57“1»2(51‘,

ploscina celega lika pa

1 n
Sp = 5;%,

kar je integralska vsota za funkcijo 7(¢)2/2. Ce je D, neko zaporedje delitev
intervala [, (], kjer gredo razmiki med delilnimi tockami proti 0, ko n — oo,
konvergirajo intregralske vsote proti dolo¢enemu integralu, stopnicasti lik pa
se cedalje bolje prilega krivocrtenmu trikotniku. V limiti je

1 (8 )
S:§ r(p)° dep.

Primer 6.2.2. Izracunajmo ploscino lika, omejenega z lemniskato r? = cos 2¢
(slika 6.8). Zaradi simetrije je

w/4
S = 2/ cos2¢pdp = [sin2<p]zig/4 =1.
0

Formulo za ploscino krivocrtnega trikotnika v kartezicnih koordinatah
dobimo iz zveze

T =71Ccosp, Y =rsinp,

torej

dx =dr cosp —rsinpdyp; dy = dr sinyp + rcosede.
Od tod dobimo
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1
57" dp = =(xdy — ydx),
in je
I
525/ (xy — y) de.

Izraz (zy — yi)dp/2 se imenuje diferencial ploséine in je enak ploséini
trikotnika AOTT, kjer sta T in T dve bliznji tocki s koordinatama (x,y) in
(x +dx,y + dy).

Primer 6.2.3. Izracunajmo ploscino elipse x = acost in y = bsint. Tukaj je
T = —asintdt in y = bcostdt zato je:

ab 2

2
525/0 (xy—xy)dtz; i dt = mab.

6.2.2 Loc¢na dolzina

Naj bo f(x) zvezno odvedljiva funkcija na intervalu [a, b, to je taka funkcija,
da je odvod f’ zvezena funkcija na tem intervalu. Graf funkcije f je neka

krivulja nad intervalom [a, b]. Zanima nas, koliksna je dolZina loka te krivulje.
Naj bo

a=z0<z;<...<z,=0

delitev intervala in T; = (x;, f(x;)) tocka na krivulji, ki lezi nad delilno tocko
x;. Izracunajmo dolzino s, lomljene daljice, ki povezuje vse tocke T; na
krivulji. Razdalja med dvema zaporednima tockama je:

Asi = /(i — 221)2 + (f(25) — flai))>

Po Lagrangeovem izreku lahko zapisemo

f(@i) = f(ia) = f/(&)(xi — 2ima) = f'(&)ds,

torej je
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sn=3 Asi=Y 1+ f(&)d:.
=1 =1

To je integralska vsota za zvezno funkcijo \/1 + (f’(z))2. in celotna dolzina
loka je

s:/ \/1+(f’(x))2da::/ VIt () de (6.6)

Za vsak z € [a, f] je

s(x) :/ax\/l—i-y’de

dolzina loka krivulje od tocke a do tocke z, torej je s(z) narascajoca, zvezna
in odvedljiva funkcija na [«, 5], njen odvod pa je

ds
— =\ /1+ 92
dx 4
Ce to relacijo pomnozimo z dz, dobimo lo¢ni diferencial krivulje:

ds = \/1+y?*dr = \/dz? + dy?, (6.7)

¢e to kvadriramo, pa kvadrat loénega diferenciala

ds* = da® + dy?. (6.8)

Za krivuljo, dano parametricno s predpisoma x = z(t), y = y(t), dobimo
lo¢ni diferencial, tako da v izrazu (6.7) upostevamo odvisnost koordinat od
parametra t:

ds = sdt = \/i? + g2 dL.

Dolzina loka je integral locnega diferenciala:

B
s:/ \/ 22+ g2 dt.
(0%

Funkcija

B8
s(t) = / VI TR dt
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dy ds

dx '\

Slika 6.15: Locni diferencial krivulje

je narascajoca, torej je injektivna in ima inverzno funkcijo t = t(s). Ce to vstavimo v
enacbi krvulje,

z=1x(t(s)), y=ylt(s)),

pravimo, da je krivulja parametrizirana z naravnim parametrom. Kadar je x = x(s),
y = y(s) parametrizacija z naravnim parameterom, je

dr\? dy 2
vy (d> +(ds) ’
s=/ozﬁds.

1. Izracunajmo dolzino loka cikloide

zato je dolzina loka enaka

Primer 6.2.4.

r=a(t—sint), y=a(l— cost).
Ker je

& =a(l —cost), y=asint,

je kvadrat loénega diferenciala

t
i? + 9* = a®(2 — 2 cost) = 4a® sin’ 2
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dr

Slika 6.16: Locni diferencial krivulje v polarnih koordinatah

od tod pa dobimo
2T . t t t=2m
s = 2asin — dt = 4a | — cos = = 8a.
0 2 2],

2. Obseg elipse © = acost, = bsint je enak

2T 2T
3:/ \/a251n2t+b20082tdt:/ \/62—(b2—a2)sin2tdt,
0 0

ta integral pa s substitucijo sint = z prevedemo na elipti¢ni integral
prve vrste, ki ni elementarna funkcija. Obseg elipse se torej izraza z
elipticnim integralom (od koder je integral tudi dobil svoje ime). [

Na bo krivulja v polarnih koordinatah dana z enacbo

r=r(p), ¢¢€lapdl
Parametrizacija krivulje s kotom ¢ je:

z=uxz(p)cosp, y=r(p)sin(yp),
torej je kvadrat locnega diferenciala enak

ds* = ((rcosp —rsing)® + (r'sinp + rcosp)?) dy
_ ((TI)Q +T2> ng — d?”2 +T2dg02.
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Dolzina loka je

SZ/de@.

Slika 6.17: Kardioida

Primer 6.2.5. Izracunajmo dolzino loka kardioide r = a(1 + cos¢) (Slika
6.17).

Ker je v’ = —asin ¢, je

27
0

2w
3:\/§a/ \/1+Cosc,0d<,0:2a/ cos%dcpzSa.
0
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6.2.3 Prostornina geometrijskih teles

Prostornina telesa z znano ploS¢ino prereza Prostornino telesa lahko
izracunamo, ¢e znamo izrac¢unati ploscine njegovih vzporednih prerezov. Naj
bo telo postavljeno med dve vzporedni ravnini v prostoru, pravokotni na os
x, na primer x = a in x = b. Prerez telesa pri poljubnem x € [a, b] je nek
lik, njegova ploséina je odvisna od polozaja prereza, torej je neka funkcija,
oznacimo jo z A(x). Ce poznamo vrednost funkeije A(z) pri vsakem z € [a, b],
lahko odtod izrac¢unamo prostornino telesa.

Naj boa =2y < 1 < ... < x, = b neka delitev intervala. Volumen
rezine telesa med delilnima tockama z;_; in z; je priblizno enak

AV, = A& (2 — 2i1) = A(&) i,

vsota volumnov vseh teh rezin pa je priblizek za celotno prostornino

Vo= AV, = 5A(&)d:.

i=1
To je kot integralska vsota za funkcijo A(x). Ce je A(z) integrabilna funkcija
(na primer odsekoma zvezna ali monotona), je volumen enak

V= /b A(z) dx. (6.9)

(0,0,0)

Slika 6.18: Prostornina klina
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Primer 6.2.6. Izracunajmo volumen klina, ki ga izrezeta iz valja s polmerom
a dve ravnini — prva je pravokotna na os valja, druga pa jo seka v premeru
valja pod kotom 7/4 (slika 6.18). Koordinatni sistem izberemo tako, da je
—a < = < a, osnovna ploskev valja je dolocena z neenachama 0 < y <
va? — x? in pri vsakem z je ploSCina pravokotnega prereza enaka ploscini
enakostranicnega trikotnika

Volumen klina je zato enak

V:/aA(x)dx:%/a(aQ—xQ)dx:

—a —a

% (a’z — x3/3)ia = 2a”/3.

Prostornina rotacijskega telesa Naj bo f zvezna in nenegativna funk-
cija na intervalu [a, b]. Ce zavrtimo krivuljo y = f(x) okoli abscisne osi, opise
rotacijsko ploskev. Ta ploskev in ravnini, ki v tockah x = a in z = b stojita
pravokotno na abscisno os, omejujejo rotacijsko telo (slika 6.19).

Slika 6.19: Rotacijsko telo

Ker je ploscina pravokotnega prereza rotacijskega telesa enaka

zato je njegov volumen
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b b
V:W/ A(z) dxzw/ y* da. (6.10)
Primer 6.2.7.

1. Izracunajmo prostornino krogle s polmerom a.
Krogla nastane, ko se okrog osi z zavrti krog x? + y? < a?. Volumen
krogle je

a 3(11:(1 4 3
V:’ﬂ'/ (a2—x2)dx:7r{a2x—x—} T

3 3

—a r=—a

2. Izra¢unajmo prostornino torusa (slika 6.20), ki nastane, ko krog z ra-
dijem a in sredis¢em v tocki (a,b), kjer je a < b, zavrtimo okoli osi
.
y

Slika 6.20: Presek torusa

Kroznico lahko obravnavamo kot graf dveh funkcij:

y=>b++Va*— x2
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Prostornina torusa je razlika prostornine telesa, ki ga ob vrtenju opise
zgornja veja, in prostornine telesa, ki ga opise spodnja veja, torej

V = W/_Z[(b—l—\/m)Q—(b— @2—352)2} dx

w/2

= 47rb/ vVa? —x2dy == 47Ta2b/ cos? t dt = 212a’b.

—7/2

Ce je krivulja dana parametriéno z enachama z = x(t), y = y(t), kjer je

V= w/ﬂ y? (t)a(t) dt. (6.11)

Primer 6.2.8. Prostornina vrtavke, ki jo dobimo, ¢e asteroido

r=acos’t, y=asin®t

zavrtimo okrog osi x je
0
V = 3nd® / sin® ¢ cos” t(— sin t) dt
= —3ma’ / (1 — cos®t)? cos® t d(cost)
0

-1
= —37m3/ (1 —u*)u® du
1

1 3
32ma

= 37ma® 2 3ut 4+ 3u’ —u®) du = .
Wa/l(u ut 4+ 3u’ —u’)du 105

Volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo z vrtenjem lika pod krivuljo
y = f(z), a <z < b okrog osi y, moramo izracunati drugace. Naj bo

a=z0<z;<...<z,=0
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delitev intervala [a, b]. Z vrtenjem pravokotnika z visino f(z;) nad intervalom
[x;_1, z;] dobimo votel valj ali tanko valjno lupino, katere volumen je priblizno
enak

T + Z; _
Tﬂ(fﬁz — i) = QWf(IBi)iﬂi(Si,

kjer je ; = (x; + x;41)/2 povprecna vrednost polmera, §; = x; — x;_1 pa
debelina lupine. Z vrtenjem stopnicastega lika, sestavljenega iz taksnih pra-
vokotnikov, dobimo stopnicasto telo, sestavljeno iz valjnih lupin, katerega
volumen je

Ker je to integralska vsota za funkcijo 27 f(x)z, je iskani volumen enak

b
V=1lmV,= 27r/ zf(x)de. (6.12)

Primer 6.2.9. Izracunajmo prostornino telesa, ki nastane, ¢e odsek sinusoide
y =sinz med 0 in 7 zavrtimo okoli ordinatne osi.

V= 27r/ rsinzdr = 2w [—zcosx],_; / cosx dx = 27°.
0 0

Volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo z vrtenjem krivulje

rv=uxt), y=yit), alt<p

okrog neke splosne osi
r=xo+at, y=yo+ Gt
je enak
B
Ver [ (el

kjer je p(t) oddaljenost tocke na krivulji od osi vrtenja, dl = y/(a? + $?) pa
je diferencial loka na osi vrtenja.
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6.2.4 Povrsina rotacijskega telesa

[zracunajmo povrsino plasca rotacijskega telesa, ki ga dobimo z vrtenjem
grafa y = f(z), = € [a,b] okrog osi .
Funkcija f naj bo zvezno odvedljiva. Ce izberemo delitev intervala

a=x9g<z1<...<zx, =0,

je telo, ki ga pri vrtenju opise lomljena daljica, ki povezuje posamezne delilne
tocke na krivulji, sestavljeno iz prisekanih stozcev. Daljica med tockama T;_;
in T; dolzine As; pri tem opiSe stozec s plascem

As; = 20 P T I TE(FE) P

AP, — 27Tyi71 + i

Povrsina celega telesa je tako

P, —ZAP_wZ f(riy + f(2:)) V1 + (f'(€:))%0

Ce izberemo zaporedje delitev, kjer gredo vse dolzine §; — 0, je limita do-
bljenega zaporedja (P,) enaka povrsini rotacijskega telesa:

P=lim x> (f(zia+ f(2) V1+ (7€)%

n

b
=7 (2fE))VI+ (&) = 27r/ f@)V/1+(f(2)2dx.  (6.13)

i=1
Primer 6.2.10. Izracunajmo povrsino telesa, ki nastane, ko krivuljo y = chx
med x = —1 in x = 2 zavrtimo okoli abscisne osi.

ds = V1+sh®x dxr = chz dz;

1 h 2
P = 27?/ Ch2a:dx:27r/ #dm
1 1

1 r=2 1 1
= 7 a:+§sh2x =7 2+§sh4—|—1+§sh2

r=-—1

o]

(6 4+ sh4 +sh2).
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Ce je krivulja podana v parametricni obliki z = z(t); y = y(t), je

B
P = 27r/ y\/? + 2 di. (6.14)

Primer 6.2.11. Kardioido z = a(2cost — cos2t), y = a(2sint — sin 2t),
naj zavrtimo okoli abscisne osi. Izracunajmo povrsino dobljene rotacijske
ploskve.

Ker je kvadrat diferenciala loka enak

Y

N |

i? 4+ ¢ = 164” sin”
je iskana povrsina

T t 1287a?
P = 87ra2/ (2sint — sin 2t) sin 3 dt = 0
0

>

6.2.5 Momenti funkcije

Funkcija f naj bo na intervalu [a, b] pozitivna in integrabilna. Integral oblike

b
Mn:/x"f(a:)dx; n=0,1,2,...

imenujemo n-ti moment funkcije. Momenti M, sestavljajo neko zaporedje
stevil, ki je s funkcijo enolicno doloc¢eno. Velja tudi obratna trditev: dano
zaporedje momentov M,, enoliéno doloca funkcijo f.

Primer 6.2.12. Izra¢unajmo momente konstantne funkcije f(z) = 1 na in-

tervalu [a, b].
1 nt+1 12=1 1
M, = / " dx = z = )
0 n+1],_, n+l
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Oglejmo si fizikalno interpretacijo momentov. Naj bo na intervalu [a, b]
porazdeljena masa in naj bo vrednost funkcije f(z) enaka gostoti mase v
razdalji z od izhodis¢a (predstavljajmo si, da na abscisni osi lezi palica, ki je
neenakomerno debela). Potem imajo prvi trije momenti

m:/abf(a:)dx, M:/aba:f(a:)dx, J:/bef(a:)dx

a
fizikalen pomen. Prvi integral (m) je enak masi palice, saj je masa koscka
palice z dolzino dx enaka f(x)dz. Drugi integral je stati¢cni moment M, tretji
integral pa je vztrajnostni moment palice J.
Ce stati¢ni moment M delimo z maso m, dobimo absciso z teziséa palice

mxy = /ba:f(a:) dx.

7 drugacno interpretacijo momentov se bomo srecali pri verjetnostnem
racunu.
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