Predstavitev stevil in osnove
dvojiske aritmetike

Digitalna vezja

Miha Moskon

miha.moskon@fri.uni-lj.si

https://fri.uni-lj.si/en/about-faculty/employees/miha-moskon



mailto:miha.moskon@fri.uni-lj.si
https://fri.uni-lj.si/en/about-faculty/employees/miha-moskon

Dvojiski zapis stevil
Nepredznacena Stevila: z n biti lahko predstavimo Stevila od 0 do 2",

Pozicijski zapis Stevil: vsak bit ima svojo tezo glede na pozicijo (enako
velja za desetiski, osmiski, Sestnajstiski ali katerikoli drug sistem)

n—1
D = Z d; -7

Najvecjo tezo ima bit na mestu n—1 —
Najmanjso tezo ima bit na mestu O



Sestnajskiski zapis Stevil
Bolj kompaktna predstavitev

Z eno Stevko (nibble) predstavimo 4 bite
odOdoF

Predpona Ox (hex)

Primer: 255 = OxFF = 11111111

Enostavna pretvorba med bin in hex (jemljemo po 4 bite naenkrat)



Sestevanje dvojiskih stevil

Postopek sesStevanja
S=A+B

S ... vsota

A, B: sestevanca (operanda)



Polovicni sestevalnik (half adder, HA)
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Polovicni sestevalnik

Osnovna izvedba:
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Polni sestevalnik (full adder, FA)

Kot vhod nastopa tudi carrry (kot rezultat sestevanja na manj
pomembnem bitu)
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Polni sestevalnik
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Ripple (Carry) Adder — plazoviti sestevalnik

Sestevanje n-bitnih Stevil z n-1 polnimi sestevalniki in enim polovicnim:




Odstevanje dvojiskih stevil

D=A-B

D ... razlika

A ... zmanjSevanec
B ... odstevanec

Postopek odstevanja



Polovicni odstevalnik

D — difference

B — borrow

A B D Bo
A D 5 5 - .
Half
Subtractor 0 1 .| 1
B — Bo 1 0 1 0
Block Diagram Truth Table
A —e
D
B
=

Logic Circuit of
Half Subtractor




Polni odstevalnik
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Ripple (Borrow) Subtractor — plazoviti
odstevalnik

Odstevanje n-bitnih stevil z n-1 polnimi odstevalniki in enim
polovicnim:

YiE, F/S, | £/S, | H/S




/apis predznacenih stevil

Zapis predznak in velikost
Zapis z odmikom

Dvojiski komplement



Zapis predznak in velikost

Dvodelna predstavitev: predznak (1 bit) + velikost (ostali biti)

Vodilni bit doloca predznak

0: pozitivno Stevilo
1: negativno Stevilo

Ostali biti dolocajo velikost Stevila (magnitudo)

prednost

slabosti

lahko berljiv zapis (za ¢loveka)

posebna obravnava vodilnega bita pri aritmeti¢nih operacijah

seétclevanje/odétevanje: primerjati moramo velikosti operandov, da dolo¢imo predznak
rezultata

dve nicli

Primer: 3-bitno Stevilo

binarno | vrednost
000 +0
001 +1
010 +2
011 +3
100 -0
101 -1
110 -2
111 -3




Zapis predznak in velikost

Obseg stevil za n bitov:
+2"1 1

Primer: 4-bitno Stevilo

-7 +0

-4 1100 +3 0100=+4

-3 {1011 0100 | +4 1100=-4

1000 0111



Zapis z odmikom

.. . . . . . Primer: 3-bitno Stevilo
mnozico vrednosti razpolovimo na negativne in pozitivne

binarno | vrednost
kjer smo razpolovili, imamo 0 — odmik
j zpolovili, i 000 3
Ponavadi2"-1-1 001 -2
010 -1
primer: 3-bitno Stevilo 011 0
e odmik=3
* vrednost = zapis — 3 100 +1
101 +2
prednosti:
+ samo ena ni¢la 110 +3
* relacija < se ohranja 111 +4
slabosti:

* priaritmeti¢nih operacijah moramo odmik eksplicitno upostevati

Uporaba: IEEE 754 — zapis eksponenta (bias) z odmikom — uporaba dvojiskega komplementa bi otezila
primerjavo Stevil



Zapis z odmikom

primer sestevanja dveh Stevil:

—310 + 110 = 0002 4 1005 = 1003 = 149

Rezultat je napacen! Zakaj?
x, y ... Stevili, ki ju seStevamo
a, b ... vrednosti Stevil zapisanih z odmikom
d ... odmik

a+b=x—-d+y-d=x+y-2d

V primeru sestevanja, dobimo torej dva odmika.

Kaj pa odstevanje in mnozenje?

Primer: 3-bitno Stevilo

binarno | vrednost
000 -3
001 -2
010 -1
011 0
100 +1
101 +2
110 +3
111 +4
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Dvojiski komplement

Dvojiski komplement (negativno vrednost) dobimo tako, da Stevilo odstejemo od 2": Y = 2"— X

Na tak nacin lahko dobimo komplement Stevila v poljubnem Stevilskem sistemu (odstevanje od r", r — radix oziroma i - 2A_hi < i
baza). Primer: 3-bitno Stevilo

. e } binarno | vrednost
roblem: odstevanje je potratna operacija.

000 0
001

1
Odstevanje X od sStevila011...1 je enako invertiranju vseh bitov Stevilu X 010 2
3

Resitev: Stevilo 2"=100...0 zapiSemo kot (2"-1)+1=011...1 + 1

011
100 -4
101 -3
Prednosti: 110 )

e samo ena nicla

Na koncu moramo pristeti Se enico.

Dvojiski komplement Y torej dobimo tako, da invertiramo vse bite Stevila X in temu pristejemo 1.

* nitezav z aritmeti¢nimi operacijami 1 1 1 _ 1

Slabost:

. nelgl?tivn)a Stevila so vecja od pozitivnih (MSB pove za kaksno Stevilo gre in ga moramo upostevati pri primerjanju
velikosti



Dvojiski komplement

Samo 1 nicla

V zapisu je negativnih Stevil za 1 ve€ kot pozitivnih stevil (razen, ¢e ni¢lo stejemo kot pozitivno
Stevilo)

Primer: 4-bitna stevila




Dvojiski komplement

Primer roCne pretvorbe:

n=11
p =405=(256+128+16+4+1) = 00110010101,

- 00110010101 - 11001101010+ 1 - 11001101011

k=11001101011



Odstevanje s sestevanjem

lzracunamo dvojiski komplement odstevanca in ga pristejemo
Zmanjsevancu

D=A-B=A+(-B)



Sestevalnik/odstevalnik (2')

S=A-B

A B A B A B A B
Full Adder Cin e CO Full  (Cin [« CO ::1]('1]« Cinfe CO ::::er Cin

Adder

Sum Sum Sum Sum

A




Sestevanje z dvojiskim komplementom

(+3)
+(+2)

(+7)

0101
+0010

0111

ignoriramo

(=3)
+(+2)

(=3)
(-3)
+ (=2)
(=7)

1011
+0010

1101

1
+ 1
11

O |~ O

11
10
01

I

ignoriramo



Odstevanje z dvojiskim komplementom

(+5) 0101 0101
-(+2) -0010 —/—> +1110
(+3) %0011
ignoriramo

(- 5 1011 1011
—(2 -1110 —> +0010
1101




PreliV (OVerflow)

n-bitni zapis: Stevila v razponu

_9on  9n ) )
= - . T — ah—
[ > .?—1] = [—2rh2nTt — 1]
primer:

* n=3:[-4,3]

* n=16:[-32768,32767]: ¢e 32767 pristejemo 1, dobimo -32768 < narobe

Ce rezultata ne moremo zapisati v obmog¢ju predstavitve $tevila, govorimo o preliVu (arithmetic
oVerflow)

Potrebujemo logiko za zaznavanje preliva!



Primeri preliva

X3 X5 Xy Xq (+7)
+Ys Yo Vi Yo +(+2)
Cs C3C Gy (+9)

S3 57 51 5
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Ce imajo $tevila razli¢ne predznake, do preliva ne more priti!



/aznavanje preliva

Sestevanje dveh pozitivnih Stevil nam vrne negativno Stevilo (vodilna bita Stevil sta 0, vodilni bit
rezultata je 1). Ty 1Dy 1891

Sestevanje dveh negativnih stevil na vrne pozitivno Stevilo (vodilna bita Stevil sta 1, vodilni bit
rezultata je 0). 101 —15n—1

Zaznavanje preliva:

V =G, _1bp_18p—1 V ap_1bp_15,-1



/aznavanje preliva

Preliv lahko izrazimo s prenosoma pri sestevanju vodilnih bitov

a,; bhi €1 1C Sha |V Ve,
0 0 O |0 0 |0 0
0 0 1 0 1 1 1
0 1 O |0 1 |0 0
0 1 1 1 0 |0 0
1 0 O |0 1 |0 0
1 0 1 1 0 |O 0
1 1 0 1 0 1 1
1 1 1 1 1 |0 0

V = ""I'ﬂ.—l’r*‘-?l—l"""-?l—l vV ""I'n—lhﬂ.—lgn—l — 'f'nvr'n—l



Izogibanje prelivu

Razteg predznaka (angl. sign extension).

Podvojimo vodilni bit (n — 1), ki v dvojiSkem komplementu doloc¢a predznak.
Pri seStevanju dveh n-bitnih Stevil, tako dobimo (n + 1)-bitni rezultat — do preliva ne more priti!
Prenos na (novem) vodilnem bitu lahko ignoriramo.

Primer:
* brezrazsiritve:—4 -6 =1100, + 1010 ,=0110,=6
* zrazsiritvijo:—4 -6=(1)1100, + (1)1010, = 310110,
10110, = - (01001,+ 1) = - 01010, = - 10

E=2"—=1)—p+1=2"—p



Aritmetika s predznacenimi/nepredznacenimi
Stevili

Pri zapisu v dvojiskem komplementu lahko uporabljamo enake gradnike
Razlicna interpretacija rezultata

Carry/borrow iz vodilnega bita pri nepredznacenih Stevilih — presegli
smo obseg predstavitve

Carry/borrow iz vodilnega bita pri predznacenih Stevilih — lahko
ignoriramo; potrebujemo logiko za detekcijo preliVa.



Aritmeticno logicna enota (ALE)

Arithmetic Logic Unit (ALU)
AritmetiCne operacije: npr. sestevanje in odstevanje

Logicne operacije: npr. logicne funkcije in pomikanje podatkov



31 43 12
21l A2 F3
A 181 P
74 1 8 1 % AD F1lL10
184 B3 FOjo=2
29 B2 _g |14
. . . . V4 22 B1 A—B ——
* Kombinatorno vezje za izvedbo aritmeticno- A g0 Cn+4 |16
logicnih operacij. —c?: sl 17
4 Cn
45 3L
* Prikljucki: S3 52 81 S0
e A,B: podatkovna vhoda 13141516

* F: podatkovniizhod
* C.,,: prenos na najvisjem mestu
* A=B: enakost vhodov

 M: kontrolni vhod, ki doloca tip operacije
e M=0: aritmetiCne
e M=1:logiCne
e S: kontrolni vhodi, ki dolocajo konkretno
operacijo

lzvedba 48 razlicnih operacij.



74181

C=0 C=1
S;S,S,S, M=1 M=o
0000 F=A F=Aminus 1 = A
0001 F = (AB)’ F = AB minus 1 F=AB
0010 F=A"VB F = AB" minus 1 F=AB’
0011 F=1 F = minus 1 (2'K) F =
0100 F=(AVB) F=A plus (AVB") F=Aplus(AV B") plus 1
0101 F=B F=AB plus (AVB") F=ABplus (AYV B) plus 1
0110 F=A=B F=A minus B minus 1 F = A minus B
0111 F=AVB’ F=AVPB F=(AVB’)plus1
1000 F=AB F=A plus (AVB) F=Aplus(AV B)plus1
1001 F=A®B F=AplusB F=AplusBplus 1
1010 F=8B F=AB’ plus (AVB) F=ABplus (A V B) plus 1
1011 F=AVB F=AVB F=(AVDB)plus1
1100 F=0 F=Aplus A F=Aplus Aplus 1
1101 F = AB’ F = AB plus A F = AB plus A plus 1
1110 F=AB F = AB' plus A F = AB’ plus A plus
1111 F=A F=A F=Aplus1

A3 i
A2 F3joL
a1 181 o oL
AO F1jo-L0
B3 FOlp-2
o A=B | 14
16
BO Cn+4 _17
Cn s s
M o—
S3 $2 $1 S0
[3T4T5T16

F.=f(A,B) i=0..3

Primer: M=1, S=1110
Fo=A, AND B,
F.=A; AND B,
F,=A, AND B,
F,=A, AND B,
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