Valovna enacba

Valovna enacba ima v splosnem obliko
0%u
ot?

kjer je u(t,x) funkcija ¢asa t in prostorskih koordinat x, ¢ hitrost valovanja in
A Laplaceov operator. V dveh dimenzijah in v kartezi¢nih koordinatah dobimo
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K tej parcialni diferencialni enac¢bi (PDE) spadajo Se zacetni pogoji (za zacetno
vrednost u in za¢etno hitrost du/0t)

’U,(O,,T,y) = f(xvy)
%(vavy) = g(w,y)

in morda Se pogoji na robu obmocja, ki ga imamo.

Valovno enacbo lahko analiticno obravnavamo na razli¢ne na¢ine in mozni
so tudi razlicni pristopi za numeri¢no reSevanje.

Ena moznost je, da to PDE prevedemo na sistem navadnih diferencialnih
enacb na naslednji nacin: recimo da nas zanima resitev na pravokotniku [0, 1] x
[0,1]. To obmo¢cje diskretiziramo, da dobimo mrezo enakomerno porazdeljenih
tock (z4,94), 4,7 = 1,...,n in i8¢emo priblizke reitve

Wi, j (t) = u(t7 Li, yj)?

na tej mrezi tock (vsak u, ; je potem funkcija ¢asa). Laplaceov operator funkcije
na taksni mrezi lahko priblizno izrazimo z
1
Au(zy,y;) = ﬁ(uzﬁrl,j FUis1 Ui Ui o1 — du )
Dobimo sistem n x n (ali morda n —1 x n — 1, e so vrednosti na robu fiksne)
navadnih diferencialnih enacb 2. reda
2

. c ..

Uj,j = ﬁ(ui-i-l,j + U1+ Uig T w1 —4uig), 5 =1,...n
Kot vemo, sisteme 2. reda pogosto prevedemo na dvakrat vecji sistem 1. reda
z uvedbo nove spremenljivke. V tem primeru lahko za novo spremenljivko vza-
memo hitrostno polje v; ; = %(t, x;,y;) in ta sistem prepiSemo v sistem

Uij = Vi
02
Vig = (Ui iorg g+ o1 — duig),

ki ga lahko resujemo z obi¢ajnimi metodami za resevanje navadnih diferencialnih
enacb (Eulerjeva metodo, Runge-Kutta .. .)



Naloga

Napisite program, ki v realnem ¢asu prikazuje potek resitve valovne enacbe po
zgornji metodi na n X n mrezi (za n ni potrebno vzeti Stevila, ki je ve¢ kot 100,
tudi za recimo n = 30 se dobi realisti¢no animacijo) pri razliécnih zacetnih in
robnih pogojih, ali celo pri sprotnih spremembah vrednosti funkcije u, ki jih
vnese uporabnik.

Pri tem lahko uporabite Eulerjevo metodo, za natancnejse in bolj stabilno
simulacijo pa lahko tudi metodo Runge-Kutta (v tem primeru potrebujete veé
kopij matrik w; ; in v; ;).

Kot robni pogoj preizkusite vsaj naslednja dva primera:

1. Na robu je vrednost funkcije v in vrednost hitrosti v ves ¢as konstantno 0
(se pravi ui; = v1; = Up,; = Up;i = U1 = Vi1 = Ujp = V1,n, = 0 za vse

i=1,...n).
Tak primer bi simuliral valovanje membrane, ki pritrjena na kvadraten
okvir.

2. Robovi so prosti. V tem primeru je treba prilagoditi enacbe na robu
kvadrata. Za ogliSce u1,1 se dobi enacbi

U1 = V1,1
2
v, = ﬁ(ull +ur2 — 2u1,1),

za tocke na robu uy j, kjer je 2 < j <n—1 pa

Uy = Ui
C2
g = ggluzg e +ungon = 3uy),

in podobno Se za ostale robne primere.

TaksSen robni pogoj bi simuliral recimo valovanje vodne gladine v kvadra-
tnem bazenu (ki ima konstantno globino in ima valovanje samo navpi¢no
komponento).

Za zacetni pogoj lahko preizkusite primer, ko je na zacetku u(0,z,y) = 0 in
v(0,2,y) = 0, razen v eni izbrani tocki v notranjosti, ki ji das neko negativno
zacetno hitrost. Taksen zacetni pogoj bi recimo simuliral padec majhnega ka-
mna v vodo ali na membrano. Potem lahko preizkusite podoben zacetni pogoj
za veC tock hkrati, da se bo videla interferenca valovanja, odboj valov od roba
itd.

Zgornje enacbe doloc¢ajo sistem, kjer se energija ne izgublja in se valovanje
zato nikoli se umiri. Zaradi numeri¢nih priblizkov se pri ve¢jih vrednosti za
zacetne hitrosti lahko celo zgodi, da resSitev postane nestabilna, Se posebej pri
reSevanju z Eulerjevo metodo. Za vecji realizem lahko v enacbo dodate ¢len,



ki dusi valovanje, sorazmerno s trenutno hitrostjo. Druga enacba potem dobi

obliko
2

Uig = 33 Wity +Uim1g + Uige1 +uigo1 — duig) = kvig

za neko konstanto k.



