Izpit iz Matemati¢cnega modeliranja

13. 06. 2017

1. Izstrelek, izstreljen iz tocke (0,0), leti po paraboli z enac¢bo y = —ax? + bz, kjer je
x oddaljenost od izstrelisc¢a, y pa visina. Trije priblizno izmerjeni polozaji izstrelka
so (poleg zacetne tocke (0,0)) (1,2), (1,4) in (2,4).

e ZapiSite matriko sistema enacb za parametra a in b.
e Poiscite Moore—Penroseov inverz dobljene matrike.

e Dolocite parametra a in b tako, da se bo dobljena parabola najbolje prilegala
izmerjenim vrednostim.

Resitev: Postavimo x koordinate tock v vektor
x=(0,1,1,2)"

y koordinate v vektor
y =(0,2,4,4)"

vektor neznank a, b pa oznac¢imo z
z = (a,b)”

e Ce zapisemo enacho y = —ax? + bz za vsako od danih tock, lahko preberemo
matriko predoloCenega sistema enacb za neznanki a in b:

0 O
-1 1
A= -1 1
—4 2

e Matrika A ima dva linearno neodvisna stolpca. Moore-Penroseov inverz lahko
v takem primeru izracunamo po formuli

AT = (ATA) AT

Z malo ra¢unanja (pri ¢emer si lahko pomagamo z enostavno formulo za izra¢un
inverza 2 x 2 matrike AT A) dobimo

_fo 12 12 —1/2

+
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e Resujemo predolocen sistem
Az =y

Vemo, da se resitev po metodi najmanjsih kvadratov lahko izrazi kot
z= Aty =(1,4)"

Najboljsi oceni za parametra a in b sta torej a =1 in b = 4.



2. Pokvarjeno dvigalo stirinadstropne hise ob vsakem postanku naklju¢no izbere enega
od strogo visjih nadstropij dokler ne pride do vrha, kjer se dokono¢no ustavi. Potnik
vstopi v spodnje nadstropje in se odpelje.

e Zapisite matriko prehodov stanj markovske verige, ki opisuje prehode potnika
med nadstropji.

e Dolocite pricakovano Stevilo postankov preden potnik obstane v zgornjem nad-
stropju.

Resitev :

e Glede na besedilo lahko z malo razmisljanja zapisemo markovsko matriko
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e Stanje Stevilka 4 (oz. najviSje nadstropje) je o¢itno absorbirajoce, zgoraj za-
pisana matrika pa je Ze v kanoni¢ni obiki. Vemo, da je pomembna matrika

Q
0 1/3 1/3
Q=10 0 1/2
0 O 0
saj lahko z njo izrazimo fundamentalno matriko N matrike P
N=(I-Q)"

Izracun tega inverza nam precej olajsa dejstvo, da imamo zgornje-trikotno
matriko, in dobimo

1 1/3 1/2
N=1{0 1 1/2
0 0 1

e S pomoc¢jo fundamentalne matrike N lahko na zelo enostaven nacin izracu-
namo pricakovano Stevilo postankov pogojno na vsa zacetna stanja naenkrat z
mnozenjem Ne, kjer je e vektor samih enic.

Ne = (11/6,3/2,1)"

Pri¢akovano §tevilo postankov preden pristanemo v 4. nadstropju (¢e za¢nemo
v 1. nadstropju) je torej 11/6.

3. Dana je ploskev s parametrizacijo p(u,v) = (u 4 v,u — v, uv). Zapisite:

(a) parametrizaciji koordinatnih krivulj skozi tocko s parametroma u =1, v = 1,
(b) vektor v smeri normale na ploskev v tej tocki,

(c) enacbo tangentne ravnine v tej tocki.

Resitev :



e Parametrizacijo koordinatne krivulje v u smeri skozi tocko (1, 1) dobimo tako,
da vstavimo v = 1

r,(u) =pu,1)=(u+1,u—1,u)
in podobno za koordinatno krivuljo v v smeri
r,(v) =p(l,v) = (1+v,1—0v,v)

e Tangentna vektorja v w in v smeri dobimo z odvajanjem r, in r, (in vstavlja-
njem u =1, v =1)

dr,
6= Doy Z (1, -1,1)

dv
Normalni vektor lahko dobimo z vektorskim produktom tangentnih vektorjev
t, in t,

n=t, xt,=(2,0,-2)

e Enacba ravnine z normalo n, ki gre skozi tocko s krajevnim vektorjem ry, je
n-r=n-ro,

kjer je r = (z,y,2) vektor spremenljivk. V naSem primeru smo normalo Ze
izracunali, krajevni vektor zac¢etne tocke pa dobimo s pomocjo parametrizacije

ro=p(1,1) =(2,0,1)
Dobimo (po krajsanju enacbe z 2)

r—z=1

4. I8¢emo resitev zacetnega problema
2" +32 —42x =0, z(0)=3 in 2/(0)=-2.

(a) Poiséite resitev problema.

(b) Diferencialno enacbo zapisite kot sistem diferencialnih enacb prvega reda. Za-
pisite tudi ustrezne zacetne pogoje.

(c) Zapisite en korak resitve z Eulerjevo metodo s korakom h = 0.2.
Resitev:
(a) Takoj lahko zapiSemo karakteristi¢no enacbo
M 4+30—-4=0

Resitvi sta

ter



Splosna resitev ima torej obiko
x(t) = Ae™* + Be',
kjer sta konstanti A in B odvisni od zacetnih pogojev. Potrebujemo Se odvod
2'(t) = —4Ae + Be™!

da lahko s pomocjo zacetnih pogojev zapiSemo enacbi za A in B

z(0) = A+B=3

©(0) = —4A+B=-2
od koder lahko dobimo koné¢no resitev

z(t) =e 427"

7 uvedbo nove spremenljivke y = 2’ lahko prvotno enac¢bo 2. reda preobliku-
jemo v sistem dveh enacb 1. reda

¥ o=y

y = —3y+4x

Zacetna pogoja sta zdaj

z(0) =
y0) = #(0) =2

Za numeri¢no reSevanje je primerna oblika enacbe iz prejsnje tocke. Ce ozna-
¢imo vektor neznank
T
z(t) = (x(t),y(1))",

lahko en korak Eulerjeve metode (z zacetno vrednostjo parametra ¢t = 0) do-
bimo kot
z(h) = z(0) + h£(0,2(0)),

kjer je
_ _ Y
f<t7 Z) - f(t7 x, y) - |:_3y + 4.1':|

desna stran nasega sistema enach. Dobimo priblizek

202) = | %) +o2| 0| =[5



