Izpit iz Matemati¢cnega modeliranja

Predrok 6. 6. 2013

1. (a) Ceje AT Moore-Penroseov inverz matrike A, kaksen je Moore-Penroseov inverz
matrike AT? DokaZite!

(b) Dolo¢ite Moore-Penroseov inverz matrike
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Resitev:

(a) Moore-Penroseov inverz matrike AT je enak (AT)T, lahko se denimo prepricate
po definiciji (preverite Stiri enakosti).
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(b) S pomocjo (a) dela ugotovite, da je laZje izracunati inverz matrike [ 01 ,
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S pomocjo enega od algoritmov opisanega na predavangih izracunamo, da je
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(Seveda ni ni¢ narobe, e ste poracunali
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le nekaj vec dela je bilo z racunanjem bodisi lastnih vrednosti in lastnih vektor-
jev, bodisi inverza 3 x 3 matrike namesto 2 x 2.)

2. Oglejmo si spiralo 7(t) = (e *cost,e " sint).
(a) Zapisite smerna vektorja na spiralo v tockah (1,0) ter (e™™,0).
(b) Izrac¢unajte dolzino loka krivulje od tocke (1,0) do (e77,0).
Resitev:

(a) V tocki (1,0) se spirala "nahaja" pri parametru t = 0, v tocki (e=™,0) pa pri
t=m.
V poljubni tocki je #(t) = (—e ' cost—e tsint, —e ' sint+e ' cost) = —e (sint+
cost,sint — cost) in zato je smerni vektor na spiralo v tocki (1,0) enak i7(0) =
(=1,1), v tocki (e7™,0) pa 7"(7) = (—e ™, e ™).



(b) Izracunajmo najprej

IF@)|? = e * ((sin+ cost)® + (sint — cost)?) =

— 26—2t7

torej je dolzina loka med (1,0) in (e~™,0) enaka

/Oﬂ [7(t)]|dt = /OW V2e tdt =
= V2 ;T
= V2(1—e™).

3. Za zacetni problem ' = —y + 1, y(0) = 2

e poiscite to¢no resitev,

e 7 Eulerjevo metodo s korakom h = 0.5 izracunajte priblizno vrednost resitve
y(1).

Primerjajte oba rezultata za y(1). Resitev:

e Locimo spremenljivki in integriramo:

% = / —dt, logly—1)=e¢"+1logC, y=Ce"+1
Upostevamo Se zacetni pogoj:
y(0)=C+1=2, torej C=1, y=e¢'+1, y(l)=1-1/e.
e [z enacbe sledi:
y'(0)=—y(0)+1=-1, y(0.5) =y(0)+hy'(0)=2+0.5(—-1)=1.5
y'(0.5) =~ —1.5+1=—-0.5, y(1) ~y(0.5)+hy'(0.5) =1.5+0.5(—0.5) = 1.25.

4. Vzmet z utezjo 2kg in koeficientom vzmeti 128 je pritrjena na strop (glej sliko).
Dolzina vzmeti v ravnonesnem polozaju je 0.5 m.

e Ob ¢asu t = 0 vzmet raztegnemo na 0.7 m in spustimo (z zacetno hitrostjo 0).
Dolocite polozaj utezi ob ¢asih t = /2, t = 27 in ob poljubnem ¢asu ¢t. Kdaj
se bo utez prvic¢ vrnila v zacetni polozaj?
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e Vprasanje za 25 bonus tock: Recimo, da je vzmet potopljena v tekocino,
ki dusi gibanje s koeficientom dusenja § = 40. Ob ¢asu t = 0 utez porinemo
iz. ravnovesne lege z zacetno hitrostjo vy = 0.6m/s. Kak3na je reSitev v tem
primeru?

Resitev:
e [z Newtonovega zakona in Hookovega zakona dobimo enacbo gibanja:
20 = —128x, torej T+ 64x =0
Splosno resitev prepismo s prosojnic ali izracunamo:
x = Csinwt + Dcoswt, w=+/k/m = 16.
Upostevamo zacetni pogoj in dobimo
z(0) =D =0.2,2(0) =wC =0
x(t) = 0.2cos(16t), x(m/2) =z(2m) =0.2.
e Fnacba gibanja je v tem primeru
20 = —40x — 128x, torej I + 20z 4 64 = 0.
Zapisemo karakteristicno enacbo
M 4200+64=0, \=-10+£v36, A\ = —16,\ = —4.

Splosna resitev je
z(t) = Ce 1% 4 De ™.

Iz zacetnega pogoja x(0) = C + D = 0,%(0) = —16C — 4D = 0.6 dobimo
C = —0.05, D = 0.05.



