Ime in priimek Vpisna $tevilka
Linearna algebra: 3. racunski izpit

25. avgust 2020

Dovoljena je uporaba enega lista velikosti A4 z obrazci. Uporaba elektronskih
pripomoc¢kov ni dovoljena. Rezultati bodo objavljeni na wucilnica.fri.uni-lj.si.
Vse odgovore dobro utemelji!




1. naloga (25 tock)

Naj bo

2a 5a 1+ 2a
1 2 1

1 242a¢ 4+4a

A:

_ 14 2a
7b: 1 )
4

a) (5) Za primer a = 1 poisdi resitev sistema AT = b.

kjer je a € R parameter.

Resitev: Z Gaussovo eliminacijo na razsirjeni matriki [A | b] pri @ = 1 dobimo

2 5 3|3 2 5 3|3 2 0 =2]-2
1 2 1/1|~]101 1|1 |~]0 1 1| 1|~

1 4 514 0 2 4|3 00 2| 1

zato je iskana refitev T = [—3, 5, 4T, . (5 tock)

b) (10) Za katere vrednosti a matrika A nima inverza? Za te primere dolo¢i bazne vektorje za

N(A).

Resitev: Matrika ne bo imela inverza, ¢e bo njen rang manjsi od 3 (oziroma njena determi-
nanta matrike enaka 0). Najprej naredimo Gaussovo eliminacijo (pri ¢emer dodamo Se desno
stran sistema, ki ga bomo morali resiti v naslednji tocki, da si prihranimo nekaj dela):

2a 5a 14+2a |1+ 2a 0 a 1)1 1 2 111

1 2 1 1]~[1 2 1 1]~[0 a 1 1].
1 2422 4+4a 4 0 2¢ 34+al|3 0 0 1+a|l

.................................................................................... (5 tock)

Rang bo manjsi od 3, ¢e bo kateri od diagonalnih elementov enak 0 (determinanta je enaka
produktu lastnih vrednosti in pri zgornje trikotni matriki lahko lastne vrednosti preberemo z

diagonale). Matrika torej ni obrnljiva pri a € {0, —1}. ... ... ... o (1 tocka)
Pri a = 0 dobimo
1 2 1 1 2 0
[ 0 0 1 ] ~ [ 0 0 1
0 0 1 0 0 O
Iz pogojev z = 0 in & = —2y sklepamo, da so vektorji v N(A) v tem primeru oblike [z, —2x, O]T.
Ena moZna baza za N(A) je torej {[1,—2,0]T}. .. ... (2 tocki)
Pri a = —1 dobimo
1 2 1 1 0 3
0O -1 1 |~|[0 1 —11].
[ 0 0 0 ] [ 00 0 ]
Iz pogojev x = —3z in y = z razberemo, da so vektorji v N(A) v tem primeru oblike [—3z, z, z]T.
Za bazo lahko izberemo npr. {[—3, 1, 1]T}. .. ... oo (2 tocki)

c) (10) Ali ima sistem AZ = b v primerih, ko A nima inverza, resitve? V primeru, da ima,
izrazi vse resitve.

Resitev: Ce v zadnji korak Gaussove eliminacije iz prejSnje tocke vstavimo a = 0, dobimo

1 2 11 1 2 00
0011 |~]00 1]1

0 0 1|1 0 0 0|0
................................................................................... (3 tocke)
oziroma pogoja z = 1 ter x = —2y. Reditve so torej vektorji oblike [~2y,y,1]T za poljuben
Y E R (3 tocke)

Pri a = —1 dobimo

1 2 11
0 —1 1)1 ].
0 0 0|1

Iz zadnje vrstice sklepamo, da je v tem primeru sistem protisloven in nima resitev. ... (4 tocke)



2. naloga (25 tock)

Dana je matrika

1 3 1
1 -1 1
A= 1 3 -1
1 -1 3

a) (15) Poiséi ortonormirano bazo za stolpéni prostor matrike A; C'(A).

Resitev: Oznacimo @1 = [1,1,1,1]7, @o = [3,-1,3, -1]T, @3 = [1,1,—-1,3]". Na{@dy, @2, @3}
naredimo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo:

1
- — 1
u; = a1 = 1 )
1
3 1 2
T g G2 Ui -1 4010 | -2
2 - 2 Ul"l_fl 1 — 3 4 1 - 2 bl
-1 1 -2
1 1 2 1
a, - a,_ag U11_[_ZL>3 1_[217,_ 1 _é 1 _é —2 o -1
5 3 ’l—fl'Ul EQ UQ 2 -1 4 1 16 2 N -1
3 1 -2 1

............................................................................... (2+4-+6 tock)

G1=3501L11", G2 =5[1,-1,1,-1]", 75 = 3[1,-1,-1,1]"
................................................................................... (3 tocke)
b) (5) Pois¢i ortonormirano bazo za C(A)*.
Regitev: Velja C(A): = N(AT). ..o (2 tocki)
Naredimo Gaussovo eliminacijo na AT:
1 1 1 1 1 1 1 0 0 1
AT=13 -1 3 -1 |[~]0 -1 -1|{~]010 1
1 -1 3 0 0 -1 0 01 —
.................................................................................... (2 tocki)

Vektorji, ki lezijo v N(AT), so torej oblike [—w, —w,w,w]T. Ortonormirana baza za N(A") =
C(A)* je torej {4}, Kjer je

................................................................................... (1 tocka)

c) (5) Poisci pravokotno projekcijo vektorja T = [0,1, —4,1]T na C(A).

Resitev: Projekcijo na C'(A) dobimo tako, da od vektorja v odstejemo njegovo projekcijo na
C(A)* in dobimo

0 -1 -1
— — = = 1 1 —1 0
U_<U Q4)C]4: —4 _(_2) o 1 = -3
1 1 2



3. naloga (35 tock)

Naj bo
111 0
03 1 -1
A= —4 2 4
001 2

a) (10) Preveri, da je ¥ = [0,1,—1,1]" lastni vektor za A. Kateri lastni vrednosti pripada?

Resitev: Ker je

1 1 1 0 0 0
03 1 -1 1 1
A= -4 2 4 1 -1 | = ’
0 0 1 2
.................................................................................... (5 tock)
je U lastni vektor matrike A pri lastni vrednosti Ay = 1. ... oo (5 tock)
b) (15) Poisci bazo lastnega podprostora za lastno vrednost 3.
Resitev: Ker je
-2 1 1 0 2 -1 -1 0 2 -1 0 -1
001 -1 0 0 1 -1 0 01 -1
A=3I=1 4y 91 1|0 0o 2 2|0 00 of
001 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
.................................................................................... (5 tock)
so lastni vektorji pri lastni vrednosti Ay = 3 oblike [z, 22 — w,w,w]"................... (5 tock)
Bazo za lastni podprostor tako tvorita npr. vektorja [1,2,0,0]T in [0, —1,1,1]7. ....... (5 tock)

c) (10) Izkaze se, da ima matrika A le dve razli¢ni lastni vrednosti (tega ni potrebno preverjati).
Ali je A mozno diagonalizirati? Ce je diagonalizabilna, pois¢i P in D (P! ni potrebno racunati),
sicer pa utemelji, zakaj ni.

Resitev: Zgoraj smo videli, da je rang(A—3I) = 2 in imamo pri Ay = 3 dva linearno neodvisna
lastna vektorja. Ker je

011 0 01 1 0 0 110 2 -1 0 1
A_T— 0 2 1 —1 00 -1 —1 0 0 1 1 0 1 10
Tl 423 1|7 =42 o =272 -1to0o1|7]l0o o0o11]"

001 1 00 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

je rang(A — I) = 3. To pomeni, da imamo pri A\; = 1 samo en lastni vektor (do skalarnega
veckratnika natancno). . ... (5 tock)
Ker drugih lastnih vrednosti ni, imamo skupno samo 3 linearno neodvisne lastne vektorje, zato
ta 4 x 4 matrika ni diagonalizabilna. ........ ... ... .. (5 tock)



