Ime in priimek Vpisna Stevilka
Linearna algebra: 2. racunski izpit
17. junij 2020

Cas pisanja: 70 minut. Dovoljena je uporaba enega lista velikosti A4 z
obrazci. Uporaba elektronskih pripomockov ni dovoljena. Rezultati bodo
objavljeni na ucilnica.fri.uni-lj.si. Vse odgovore dobro utemelji!

1. naloga (15 tock)

Imejmo matriko in vektorja

11 2 1 3
A=[2 2 0 4|, b1=|2|, =12
11 -2 3 -1 1

a) (8) Utemelji, da je sistem AX = 31 resljiv. Utemelji, da sistem AX = 1‘52 ni resljiv.

ReSitev: Na razSirjeni matriki [A | El Eg] naredimo en korak Gaussove eliminacije (tretji
vrstici pristejemo prvo):

11 21} 3 3 1 1 2 1|3 3
2 2 04| 2 2 |~]12 20 4|2 2
11 -2 3|]-11 2 2 0 4|2 4

Opazimo, da sta levi strani v drugi in tretji vrstici enaki, v zadnjem stolpcu pa ne. To
pomeni, da je sistem AX = b protisloven in zato nima reSitev. ..., (4 tocke)
Nadaljujemo z Gaussovo eliminacijona [A | b]

1 1 2 13 1 1 2 13 11 2 1] 3 110 2|1
220 4|2(~1 1021 (~00 -21|-2|~]1]00 2 -1|2
2 2 0 4,2 00 0 O0f0 00 00| O 000 0/0

Ker sta ranga matrike sistema A in razSirjene matrike sistema [A | 1_51] enaka, je sistem
AX = D1 TO8L IV, Lo (4 tocke)

b) (7) Poisci vse resitve sistemov AX = b ter AX = 0.

Resitev: Pisimo X = [x,y,z,w]'. Iz prve vrstice raz$irjene matrike, ki smo jo dobili na
koncu Gaussove eliminacije, lahko izrazimo x = 1 -y —2w, iz druge pa 2z = 2 + w. ReSitve
sistema AX = b so torej oblike

[1-y-2w, y, 1+3w, wl,

kjer sta y in w poljubni realni Stevili. .............c i (4 tocke)
Ce namesto tega re§ujemo sistem AX = 0 bodo reSitve oblike

[y - 2w, v, +%w, wl',

kjer sta v in w poljubni realni Stevili (partikularna resitev [1,0,1,0]T odpade, ostane samo
reSitev homogenega dela). ...t e (3 tocke)

M w o




2. naloga (17 tock)
Najbo a = [1,—1]". Preslikava ¢p: R?> — R?*? je podana s predpisom
P(X)=ax"+xa'.

a) (3) Preveri, da je ¢ linearna.

Resitev: Za vse X,y € R? in vse « € R velja

PX+Y) = dX+P)T+(X+ya' = axXT+yH+xa'+ya' =
= axXT+ady +Xd +yd' = ax'+Xd +dy +yd' =
= ¢(X)+ (),
P(axX) = adX)T+@X)ad" = aX") +x(Xad") = «(@x") +a«(xa’) =
= x(@ax'+xa"h = ax¢p(X),

zato je ¢ linearna.
....................................................................................... (3 tocke)

b) (7) Poisc¢i matriko M, ki pripada preslikavi ¢ v standardnih bazah R? in R%*2,

Resitev: Standardna baza za R2 je {€1, €2}, za R?*2 pa {E11, E12, E»1, Eop}. Izratunamo
. S 1 1
ae{+e1aT=[_1][1 0]+[0][1—1]=

10 1 -1 2 -1
[—1 0]*[0 0]:[—1 0]:21«?11—512—521.

¢(e2) = Ey2 + Epy — 2E». (4 tocke)

p(er)

Podobno dobimo Se

2 0
-1 1
M=1_1 1
0 -2 5
....................................................................................... (3 tocke)
c) (7) Doloci ker(¢) in im(¢).
Resitev: Z Gaussovo eliminacijo na matriki M dobimo
2 0 1 0 1 0 1 0
-1 1 -1 1 0 1 01
M=t 3 1|~ 11| |lo1]|~|oo
0 -2 0 1 0 1 0 0 .
........................................................................................ (1 tocka)

Od tu lahko sklepamo, da je rang(M) = 2 = dim(im(¢)) in ker sta sliki ¢(€1) in ¢p(e>)
linearno neodvisni, je

im(¢p) = L({2E11 — E12 — E21, E12 + E21 — 2E22}). 5
........................................................................................ (3 tocke)

2 = dim(R?) = dim(ker(¢)) + dim(im(¢)) = dim(ker(¢)) + 2,

je dim(ker(¢)) = 0 in je ker(¢) = {0}.
....................................................................................... (3 tocke)



3. naloga (18 tock)

Naj bo
-2 -1 1
A=|-1 -2 -1
1 -1 =2

a) (6) Izracunaj lastne vrednosti matrike A.

ReSitev: Izracunamo karakteristicni polinom ..................cciiiiiiiiiii... (1 tocka)
-2-A -1 1 -3-A -3-A 0
det(A - AI) = -1 -2-A -1 = -1 -2-A -1 =
1 -1 -2-A 1 -1 -2-A
1 1 0 1 0 0
- —(A+3)| -1 -2-A -1 | = —A+3)| -1 -1-2A 1] =
1 -1 -2-A 1 -2 =2-A
-1-A -1 1+A 1
= —@+3 -2 —2—2\‘ = M*”‘ 2 —2—/\‘ -
1+A 1
= —(A+3) 5 2+2\‘ ~A+3)(A+DA+2)-2) =
= —A+3)(A+1DA+2)=-2) = —A(A+3)2.
Lastne vrednosti matrike AsotorejA; =0inAz3 = —=3.....ooiiiiiiiiiiiiiin... (5 tock)

b) (6) PoiSci ortonormirano bazo za lastni podprostor za najmanjSo lastno vrednost ma-
trike A.

Resitev: NajmanjSa lastna vrednost je A2 3 = —3. Najprej zracunamo pripadajoce lastne
vektorje. Ker je
1 -1 1 1 -1 1
A+31:{—1 1 —1}N{0 0 o]
1 -1 1 0 0 0
........................................................................................... (3 tocke)

so lastni vektorji pri tej lastni vrednosti oblike [y — z,y,z]". Naj bo, na primer, vy =
[1,1,0]Tin v3 = [-1,0,1]". Po Gram-Schmidtovem postopku dobimo

U, = v = [1,1,0],
. . U3U—
us = - —>3—>2 - [_%1%11]1—
UP>U?
........................................................................................... (2 tocki)
- - 9 - . — . —_— 2
Ko dobljena pravokotna vektorja Se normiramo, dobimo gq» = [%, % 0]Tin g3 = [—%v, %, —G]T.
....................................................................................... (1 tocka)
c) (3) Doloc¢i bazo za nicelni prostor N(A).
ReSitev: Ker je
-2 -1 1 1 0 -1
A+0l=| -1 -2 -1 |~| 0 1 1 |,

1 -1 -2 0 0 0
........................................................................................... (2 tocki)
so lastni vektorji za lastno vrednost A; = 0 oblike [z, —z,z]T. Bazo N(A) lahko torej tvori
vektor v; = [1,-1,1]T alipa g1 = [%, —%, %]T ................................... (1 tocka)

d) (3) Zapisi ortogonalno matriko Q in diagonalno matriko D, da bo veljalo A = QDQ".

= 5 - 0 0 0
B3 2 5

Resitev: Q = —% % % N (2 tocki) D = 8 —(3; (3) . (1 tocka)
s 0 % -



