Ime in priimek: Vpisna Stevilka:

Drugi izpit iz Linearne algebre
Teoreticni del, 26. junij 2024

Vsa vprasanja so enakovredna. Vsako je vredno 1 to¢ko. Za reSevanje imate 45 minut. ObkroZite
pravilni odgovor in ga utemeljite. Za nepravilen odgovor dobite 0 tock, za utemeljitev pravilnega
odgovora pa lahko dobite 0 ali 1/4 ali 1/2 ali 3/4 ali 1 to¢ko. Ce je utemeljitev povsem napacna, tudi
pravilen odgovor ne prinasa tock.

1. Naj bosta U in V vektorska podprostora v R°. Naj bo dim U = 3 in naj ima V bazo {0}, 03, U5}.
Presek U N V je lahko enak trivialnemu podprostoru {6}.
NE. Utemeljitev: Naj bo {uy, up, us} baza za U. MnoZica {uy,us, u3,v1,05, 03} € R® je linearno
odvisna. Zato obstaja netrivialna linearna kombinacija Y2, avju; + Z?zl Biv; = 0, Kjer je zaradi
neodvisnosti #; 0z. v; vsaj en a; in vsaj en f; neniceln. Zato je 0 # Z?:l o = — 2?:1 BojeunV.

2. Matrika A € R¥? z lastnimi vrednostmi A; = 1, A, = 2, A3 = 3 je diagonalizabilna.

DA. Utemeljitev: Vsaki lastni vrednosti A; pripada vsaj en lastni vektor v;. Lastne vrednosti so
razli¢ne, zato obstaja baza iz lastnih vektorjev in matrika A je diagonalizabilna.

3. Naj bo A € R*? obrnljiva matrika in B = (18 8) € R¥3. Obstajata vektor v € kerB in vektor
0
il € R?, tako da je vektor ¥ x if pravokoten na vektor | 0 |.
1

DA. Utemeljitev: Za @ = 0 € kerB in poljuben i € R3 velja 7@ x i = 0. Nicelni vektor pa je
pravokoten na vsak vektor.

4. Naj bosta U in V vektorska podprostora v IR*. Njuna unija
UuV={d: @elalideV|
je tudi vektorski podprostor.
1 0
NE. Utemeljitev: Za U = Lin{e;} in V = Lin{e,}, kjer stae; = |0}, e, =[1|, unija U U V ni zaprta za

0 0
seStevanje. Ne vsebuje npr. vektorja e; + es.

5. Naj bo A € R®*® matrika z lastnimi vrednostmi 1 + 7,1 — i, 3. Naj bo B € R¥3 podobna matriki A.
Potem je det B> = 36.

DA. Utemeljitev: Podobne matrike imajo iste lastne vrednosti. Zato velja
detB =detA=(1+i)(1-1)3=6.

Torej je det B> = (det B)* = 36.



10.

Najbo A kvadratna realna matrika, kini simetri¢na. Potem ima A zagotovo vsaj eno lastno vrednost,
ki ni realna.

NE. Utemeljitev: Matrika A = ((1) 1) ni simetri¢na, vendar ima le lastni vrednosti A1 = 1,1, = 1.
Matrika B € R'*1% g karakteristi¢ni polinomom
pp(A) = A" +boA’ + ...+ biA +1,

kjer so b; € R, je obrnljiva.
DA. Utemeljitev: Velja pp(0) = det(B — 0I) = det B = 1. Zato je B obrnljiva.

. Najbo L : R* - RR* linearna preslikava, ki je na standardnih baznih vektorjih ¢; definirana kot

L@)=é+6, L@)=é¢+2¢, L(e)=e+3e, LE)=¢é+e+é.

Obstaja taka preslikava L : R* — RR?, da je kompozitum L o L enak identi¢ni preslikavi.

NE. Utemeljitev: Vektor &, ni vim(L). Torej tudi im(L OZ) ne bo vsebovala ¢, za nobeno preslikavo
L.

. Obstajajo nenicelni vektorji vy, v,,v3 € R®, ki so si paroma pravokotni, vendar niso linearno neod-

visni.
NE. Utemeljitev: Naj bo a1v1 + a,0; + a3v3 = 0 za neke a; € R. Skalarno mnozimo z v; in dobimo

2
1071+ 01 + A0 - U1 + X303 - U1 = alllvlll =0.

Od tod sledi a; = 0. Podobno sklepamo e a; = a3 = 0. Torej so vy, v, v3 linearno neodvisni.

Naj bo A pravokotna matrika in A* njen Moore-Penroseov inverz. Velja (ker A)* = im(A*).

DA. Utemeljitev: Najbo A = urvr e R™m singularni razcep matrike A. Naj bodo o3, ..., 0% vse
nenicelne singularne vrednosti A in V = (vl vm). Potem je ker A = Lin{vy41, ..., 0y} in zato
(ker A)* = Lin{ovy,...,v). Ker je A* = VZ*U" in ima I* na diagonali 07", ..,a;l,O, ...,0, sledi
im(A*) = Lin{oq, ..., vk}



